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Dalla prefazione alla seconda edizione russa 


Oltre ad alcune correzioni ed aggiunte, il libro è stato completato 
con un nuovo capitolo sulla teoria macroscopica delle dislocazioni, 
scritto in collaborazione con A. Kosseviè. Colgo qui l'occasione per 
esprimere tutta la mia riconoscenza per l’aiuto che mi ha in questo modo 
offerto. Studiando il libro in una prospettiva di « minimo teorico », 
i fisici teorici potranno tralasciare i paragrafi 8, 9, 11-21, 25-31. 


E. Lif$its 
Dicembre 1964 


Dalla prefazione alla prima edizione russa 


...In questo libro scritto da fisici e destinato in primo luogo ai fisici, 
il nostro interesse si è naturalmente focalizzato sugli argomenti che 
vengono trattati marginalmente nei corsi di elasticità; ad esempio, i 
problemi della termoconduzione e della viscosità dei corpi solidi, alcune 
questioni della teoria delle vibrazioni e delle onde elastiche. Nello 
stesso tempo, abbiamo toccato solo di sfuggita settori specifici (per 
esempio, i metodi matematici complessi della teoria dell’elasticità, 
della teoria delle membrane, ecc.), in cui gli autori non hanno alcuna 
pretesa di essere specialisti. 


L. Landau, E. LifSits 
1953 


Alcune notazioni 


Densità di materia: £ 
Vettore di spostamento: u 


Tensore di deformazione: Uun=- | Di + Do 


Tensore degli sforzi: G;x 

Modulo di compressione uniforme: X 

Modulo di trazione (modulo di Young): E 

Modulo di scorrimento: u 

Coefficiente di Poisson: o 

Velocità longitudinale e trasversale del suono: c;, c; (le loro espres- 
sioni in funzione di X, u, o £, o sono a pag. 127) 

K, u e £, o sono cosi correlate: 


___ 9Ku ._ _3K_-2h 
E=3KE °=3GKF5) ' 
E E 
a 3(1-20) Pa 2(14+0) 


I rimandi agli altri volumi di questo corso sono indicati mediante 
i numeri relativi ai volumi stessi: V (« Fisica statistica », 41977), 
VI (« Meccanica dei fluidi »), VIII (« Elettrodinamica dei mezzi 


continui ») 


Capitolo I 


EQUAZIONI FONDAMENTALI DELLA TEORIA 
DELL’ELASTICITÀ 


$ 1. Tensore di deformazione 


I] dominio della teoria dell'elasticità è costituito dalla meccanica 
dei corpi solidi, considerati in quanto mezzi continui !). 

Sottoposti a forze, i corpi solidi si deformano in una certa misura, 
cioè cambiano di forma e di volume. La descrizione matematica 
della deformazione di un corpo si effettua come segue. Ogni punto 
del corpo è identificato, in un sistema di coordinate, dal suo raggio 
vettore r (di componenti x, = x, x, = Y, z3 = z). Nella deforma- 
zione del corpo, in generale, tutti i suoi punti si spostano. Conside- 
riamone uno qualunque; se r è il raggio vettore prima della defor- 
mazione, a seguito di questa diviene r' (di componenti z;). Allora 
lo spostamento di tale punto nella deformazione è rappresentato 
dal vettore r — r', designato con u: 


U; = Xi — I. (1,4) 


Tale vettore si denomina vettore di deformazione (0 di spostamento). 
L.e coordinate x; del punto spostato sono evidentemente funzioni 
delle coordinate x; del punto prima dello spostamento; ne consegue 
che il vettore di deformazione u; è esso stesso funzione delle x;. 
La conoscenza della dipendenza funzionale di u dalle 7; determina 
completamente . la deformazione del corpo. 

Nel corso della deformazione di un corpo variano le mutue di- 
stanze tra i suoi punti. Consideriamo due punti infinitamente vicini. 
Se dx; indicano le componenti del vettore differenza tra i corrispet- 
tivi raggi vettori prima della deformazione, queste si trasformano 
in dxj = dx; + du;. La distanza tra i due punti prima della defor- 
mazione è 


dl=V dx° + dr 4 daî 
e diventa 
dl' = V dx + dx} + dx? 
e —_— 


1) Le equazioni fondamentali della teoria dell’elasticità sono state poste 
da Cauchy e da Poisson attorno agli anni venti del XIX secolo. 
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Scriveremo, facendo uso della convenzione usuale per quanto riguar- 
da la somma), 


di? = da, dl'* = dx? = (dx; + du;). 


Sostituendo du; =D day, riscriviamo per d/’2 


dl'°— di 4-2 


du; QU; QU; 
dxh dx; det Oxzn 021 


Poiché i e 7 sono indici muti, nel secondo termine a destra dell’ugua- 
glianza si ha 


dx, dz;. 


QU; __ dug 
cm dx; dx, = -. dx; dx. 


Scambiando nel terzo termine gli indici i ed /, segue: 
dl'° = di? + 2Uu;h dx; dx, (1,2) 
ove il tensore u;, è definito da 
pre dui Qua du, dui 
Min | dxh # dr; ori dxk ). (1,9) 
Queste espressioni determinano la variazione dell'elemento di 


lunghezza a seguito della deformazione del corpo. 


Ad u;x si dà il nome di tensore di deformazione. E evidentemente 
un tensore simmetrico: 


Uik = Upi: (1,4) 
Si è ottenuto un siffatto tensore in quanto in dl’? il termine 
2 a dr;dx, è stato riscritto nella forma simmetrica (T AL 
Qua 
+ de; ) da; dx. 


Come ogni tensore simmetrico, u;, può essere, in ogni punto, 
Tticondotto ai suoi assi principali. Ciò significa che in ogni punto 
del corpo si può scegliere un sistema di coordinate (gli assi principali 
del tensore) rispetto al quale u;, è « diagonale », cioè ha per com- 
ponenti non nulle solo u,;, %33, 33. Designeremo queste tre com- 
ponenti rispettivamente con u‘®, ut, ut, che vengono dette valori 
principali del tensore di deformazione. Vogliamo sottolineare che 
‘Se u;x è ridotto a forma diagonale in un punto del corpo, in generale 
esso non rimarrà tale passando ad altri punti. | 

Supponiamo che in un certo punto il tensore sia stato ridotto 
alla forma diagonale; allora in tutto l’intorno di detto punto l’ele- 
mento di lunghezza (1,2) prende la forma 


dl'°= (din + 2u,,) dr;der=(14+2u5) dx; + 
+(1+2u®) dr + (1+2u9) del. 


1) Secondo tale convenzione si omette il simbolo di somma sugli indici 
vettoriali e tensoriali; si intende che indici ripetuti sottintendono una somma 
sul loro campo di variabilità (da 1 a 3). 
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Si osserva cosi che questa espressione. si scinde in una somma di tre 
addendi indipendenti. Questo significa che, in ogni elemento di 
volume del corpo, si può rappresentare la deformazione mediante 
tre deformazioni indipendenti lungo tre direzioni ortogonali, che 
sono le direzioni assegnate dagli assi principali del tensore di defor- 
mazione. Ciascuna di queste deformazioni è semplicemente una dila- 
tazione (o una contrazione) nella direzione corrispondente: la lun- 


ghezza dx, lungo il primo asse principale diventa dz, = VA+2u9Èda,, 
e analogamente per i restanti assi. Le grandezze V1 + 2ut® — 1 


i lungo questi 
dx; 


rappresentano allora le dilatazioni relative 
assì. 

In pratica, nella quasi totalità dei casi che si considerano, le 
deformazioni dei corpi sono piccole. Questo significa che la varia- 
zione delle distanze tra i punti nel corpo è piccola raffrontata alle 
distanze stesse. In altri termini, le dilatazioni relative sono infi- 
nitesimi di ordine superiore. Pertanto tutte le deformazioni consi- 
derate nel seguito saranno supposte piccole. 

Se un corpo subisce una deformazione piccola, tutte le componenti 
del tensore di deformazione che, come abbiamo visto, determina 
le variazioni delle lunghezze relative, sono anch'esse piccole. Ma, 
per quel che concerne il vettore stesso di deformazione u;, esso può 
essere ugualmente grande anche per piccole deformazioni. Per esem- 
plificare, consideriamo una sbarra sottile. Anche in una flessione 
forte, allorché le sue estremità si spostano considerevolmente nello 
spazio, le dilatazioni e le contrazioni nella sbarra stessa sono tra- 
scurabili. 

A parte casi particolari!) di tal genere, quando le deformazioni 
sono piccole tale è anche lo stesso vettore di deformazione. In effetti, 
non esiste corpo « tridimensionale » (le cui dimensioni cioè non 
siano piccole in alcuna direzione) che possa essere deformato in 
modo tale che le sue diverse parti si spostino considerevolmente 
nello spazio, senza che ciò comporti conseguentemente rilevanti 
dilatazioni o contrazioni. 

Le sbarre sottili saranno oggetto di uno studio particolare nel 
capitolo II. In tutti gli altri casi dunque u; è piccolo se tali sono 
le deformazioni e nella (1,3) potrà trascurarsi l’ultimo termine 
in quanto infinitesimo del secondo ordine. Cosî, in queste circostanze, 
U;z assume la seguente forma: 


Uh 7 (FL Cal ). (1,5) 


1) Sono compresi in questi le flessioni delle lamine sottili che prendono 
la forma di superfici cilindriche. 
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Le dilatazioni relative degli elementi di lunghezza secondo gli assi 
principali del tensore di deformazione (nel punto prefissato) sono 
allora, a parte termini di ordine superiore, 


Vi+ 20 Am utò, 


cioè, coincidono coi valori principali del tensore u,;x. 

Consideriamo un elemento di volume arbitrario dV e cerchiamo 
la sua espressione dV”, a seguito della deformazione. A tale scopo, 
scegliamo come riferimento quello costituito dagli assi principali del 
tensore di deformazione, nel punto considerato. Gli elementi di 
lunghezza dz,, dxr,, dx; lungo tali direzioni diventano, a seguito 
della deformazione, dx; = (1 + u®) dz,, ecc. Ma dV = dx, dx, dry 
e dV' = dx, dx, dx;, pertanto 


dV' = dV(14+u)(1+u@) (14 u®). 
Trascurando i termini di ordine superiore, si ha 
dV' = dV(1+u® + u® + u®), 


È noto che la somma u©0 + u® + u® dei valori principali di un 
tensore è un invariante di detto tensore, uguale in ogni sistema di 
coordinate alla somma delle componenti diagonali u;; = uu, + 
+ Us9 + U33. Dunque 


dV' = dV (1+ u;;). (1,6) 


Si vede che la somma delle componenti diagonali del tensore di 
dV' — dV 
VARA 
Spesso è più comodo servirsi delle componenti del tensore di 
deformazione espresse non in coordinate cartesiane, ma in coordinate 
sferiche o cilindriche. Riportiamo qui sotto le formule corrispon- 
denti che forniscono queste componenti in funzione delle derivate 
delle componenti, nelle stesse coordinate, del vettore spostamento. 


In coordinate sferiche: 


deformazione rappresenta la variazione relativa di volume 


QUr La 4 due Ur de 4 dUg 
gra Meo ge Meo dg x 


Urr = 


u 


4 / 9g 
= Que = (-— tgcotg0 ) + 


+2 cotg0 + 


1 duo _ ug Ugo 1 dur 
i 0 dq 2Ur9 = dr I d0 
4 du QUg Up 
; cena SIR 
2Ugr = rsend dy Li or ro (1,7) 
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In coordinate cilindriche: 


Our 1 dUg Ur du, 
Ur Gr? Uoe= 7 Ge ro tao» 
i du, Up __ du du, 
2Uoz r 09 03 Zur = dz + or” (1,8) 
dUg Ug 1 du, 


$ 2. Tensore degli sforzi 


In un corpo non deformato’ la configurazione delle molecole cor- 
risponde allo stato del suo equilibrio termico, mentre tutte le sue 
parti si trovano in equilibrio meccanico. Questo significa che, se 
si considera un volume arbitrario del corpo, la risultante di tutte 
le forze, che le altre parti del corpo esercitano sul volume consi- 
derato, è nulla. 

Ma se il corpo è deformato, la posizione delle molecole varia, 
il corpo si porta fuori del suo stato di equilibrio iniziale e nascono 
forze, dette sforzi interni, che tendono a riportare il corpo nel suo 
stato di equilibrio. Se il corpo non è deformato, gli sforzi sono nulli. 

Gli sforzi interni sono dovuti a forze molecolari, cioè forze di 
interazione tra molecole. Un fatto essenziale nell’elasticità è che 
le forze molecolari possiedono un «raggio d'azione » trascurabile, 
estendendo la loro influenza su lunghezze dell’ordine della distanza 
tra molecole vicine. Ora, nella teoria dell’elasticità (che è una teoria 
macroscopica) intervengono soltanto lunghezze grandi rispetto alle 
distanze tra molecole. Pertanto si considera in elasticità come nullo 
il « raggio d’azione » delle forze molecolari. Questo equivale a dire, 
in un certo senso, che le forze che provocano gli sforzi interni sono 
forze a « corto raggio », esercitando in ogni punto la loro azione 
solo sui punti vicini. Ne consegue che le forze, con le quali una parte 
qualunque del corpo è sollecitata dalle parti contigue, agiscono solo 
direttamente attraverso la superficie di tale parte. 

Dobbiamo fare subito un’osservazione: questa affermazione è 
falsa quando la deformazione provoca nel corpo l’insorgere di campi 
elettrici macroscopici (corpi piro- e piezoelettrici). Ma in questo 
libro non verranno considerate le proprietà di tali corpi. 

Scegliamo un volume qualunque nel corpo e consideriamo la 
risultante delle forze che agiscono su tale volume. Da una parte 
tale risultante è uguale alla somma di tutte le forze che agiscono 
sugli elementi del volume prescelto, cioè vale 


| FdV, 


dove F è la forza che agisce sul volume unitario del corpo, talché 
F dV agisce su dV. Dall'altra le forze, che le diverse parti di questo 
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volume esercitano reciprocamente le une sulle altre, non possono 
avere un effetto non nullo perché, in virtù del principio di azione 
e reazione, tali forze si annullano vicendevolmente. Quindi la risul- 
tante cercata si può ottenere come la risultante delle sole forze con 
cui il volume è sollecitato dalle parti contigue al corpo. Ma, tenuto 
conto di quanto sì è detto sopra, queste forze agiscono sul volume 
solo attraverso la sua superficie, quindi la risultante potrà essere 
scritta come la somma delle forze che agiscono su ogni elemento di 
superficie del volume, cioè sotto forma di un integrale di superficie. 

Pertanto, per un qualsivoglia volume del corpo, ciascuna delle 


tre componenti | F ; dV della risultante di tutti gli sforzi interni 


può essere trasformata in un integrale di superficie sulla frontiera 
di questo volume. Come è noto dall’analisi vettoriale, un integrale 
di uno scalare su un volume arbitrario può essere trasformato in 
integrale di superficie, purché tale scalare si presenti come diver- 
genza di un vettore. Nel nostro caso si ha a che fare con l'integrale 
di un vettore invece che di uno scalare. Pertanto il vettore ; 
deve essere la divergenza di un tensore del secondo ordine, cioè 


__ 00ik 
pr= Ta (2,1) 
Potremo allora scrivere la forza che si esercita su di un volume nella 
forma di integrale di superficie esteso alla frontiera di tale volume!) 


00; e 
| Fiav= | Sh dv=Qondf, (2,2) 
dove le df; sono le componenti del vettore df dell'elemento di super- 
ficie diretto, come è usuale, secondo la normale esterna alla super- 
ficie”). 

Gin Si chiama tensore degli sforzi. Risulta dalla (2,2) che 0;xdfx 
è l’i-esima componente della forza che agisce sull’elemento di super- 
ficie dî. Scegliendo gli elementi di superficie nei piani xy, yz, 22, 
si trova che la componente 0;, del tensore degli sforzi è l’i-esima 
componente della forza agente sull’unità di superficie perpendicolare 
all’asse zx. Quindi l'elemento di superficie unitaria perpendicolare 


1) Si passa dall'integrale di superficie all’integrale di volume sostituendo 


l'elemento di superficie df; con l'operatore av, 
I 


2) A rigore, nel determinare la forza totale che agisce sul volume defor- 
mato del corpo si dovrebbe integrare sulle zi e non sulle antiche coordinate. 


Pertanto le derivate (2,1) devono essere fatte rispetto a z;j. Tuttavia, poiché 
le deformazioni sono piccole, le derivate rispetto a z; e z; differiscono per infi- 


nitesimi di ordine superiore, e tutte le derivate possono essere fatte rispetto 
alle Li 
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all'asse x è sottoposto alla forza normale (diretta lungo l’asse x) 
ox, e alle forze tangenziali (secondo gli assi y e z) 0, e 0,x. 

Un’osservazione sul segno di 0; dfx. Nella (2,2) l'integrale di 
superficie è la forza con cui il volume delimitato da tale superficie 
è sollecitato dalle parti contigue del corpo. Viceversa, la forza con 
cui questo volume reagisce sulla superficie che lo contorna è di 
segno contrario. Dunque, l’azione degli sforzi interni su tutta la 
superficie del corpo è rappresentata dalla forza 


— Zon dfn 


dove l'integrale è preso sulla superficie del corpo e df è orientato 
secondo la normale esterna. 

Determiniamo il momento delle forze che agiscono su un volume 
del corpo. È noto che il momento di una forza F può scriversi sotto 
forma di un tensore antisimmetrico del secondo ordine, di compo- 
nenti F;xr — Fxx;, ove le x; sono le coordinate del punto di appli- 
cazione della forza), Il momento delle forze agenti su un volume 
dV è quindi (F;x, — Zxz;) dV, e su tutto il volume 


Mg | (F;x1— Fyr;) dV. 


Come per la forza totale agente su un volume arbitrario, così il 
momento delle forze deve essere rappresentato da un integrale di 
superficie esteso alla frontiera di tale volume. Sostituendo ad #; 
la sua espressione (2,4) si ha 


do; __ 908, a 
Mu= | | dr “7 da z:) cia 


"9 Ork dz; d 
= | dr) (0:14 on) av — | (0, dr OR a) V. 
Nell'ultimo integrale interviene la derivata di una componente 
rispetto ad un’altra, che è zero 0 uno a seconda che queste siano 
diverse o coincidano (in quanto le tre coordinate sono variabili 
E ° . . “ e 
* ca = da, ove è; è il tensore unità; il 
suo prodotto con 0;, dà 6y;0;1 = G;x, 6;/0x: = 04;. Nel primo ter- 
mine sotto il segno di integrale figura la divergenza di un tensore; 
questo integrale può essere trasformato dunque in un integrale di 

superficie. Si ottiene in definitiva 


Min= $ (011, — Op) dir + | (On: — Tix) dV. 


indipendenti). Dunque 


._ * Il momento di una forza F è definito come il prodotto vettoriale [Fr]; 
è noto dall’analisi vettoriale che le componenti di un prodotto vettoriale di due 
vettori definiscono un tensore antisimmetrico del secondo ordine, qual è quello 
scritto. 
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Se debbono figurare nell'espressione di M;, solo integrali di super- 
ficie, occorre che il secondo integrale si annulli identicamente, 
dunque 0;x — 0; = 0, cioè 


Cih = Oki» (2,3) 


Abbiamo cosî stabilito un risultato rilevante: il tensore degli sforzi 
deve essere simmetrico. Il momento delle forze agenti su un volume 
di un corpo può scriversi allora nella forma 


Min = | (Fixg = Fxx;) dV = @ (011t8 — 0n:T:) dfr- (2,4) 


Si può scrivere facilmente il tensore degli sforzi quando un 
corpo subisce una compressione uniforme. In questo caso ogni super- 
ficie unitaria è sottoposta ad una pressione di uguale intensità diretta 
lungo la normale interna alla superficie. Se si designa questa pres- 
sione con p, la forza agente sull’elemento di superficie df; sarà 
—p df;. D'altra parte, l’espressione di questa forza in funzione del 
tensore degli sforzi è o; dfr. Scrivendo —p df; nella forma 
— pò;x dfx, si vede che in una compressione uniforme il tensore degli 
sforzi si scrive 

Cin = —PÒine (2,9) 
Tutte le componenti non nulle sono semplicemente uguali alla pres- 
sione. 

Nel caso generale di una deformazione arbitraria le componenti 
non diagonali del tensore degli sforzi non saranno nulle. Questo 
significa che oltre alla forza normale su ogni elemento di superficie 
interno al corpo agiscono anche forze tangenziali, « di sfaldatura », 
che hanno la tendenza a far scorrere gli uni sugli altri gli elementi 
paralleli della superficie. 

All’equilibrio le forze degli sforzi interni debbono compensarsi 
mutuamente in ogni elemento di volume, cioè deve aversi F, = 0. 
In questo modo le equazioni dell'equilibrio di un corpo deformato 
si scrivono 


d0iR _ 
vp 0. (2,6) 


Nel campo di gravità dovrà annullarsi la somma F + pg delle 
forze degli sforzi interni e della forza di gravità pg agente sull’unità 
di volume (p è la densità!), g l'accelerazione di gravità diretta lungo 
la verticale, orientata verso il basso). Le equazioni dell’equilibrio 
in questo caso. divengono 

d0ik 
0rh 


+ pg: =0. (2,7) 


i 1) A rigore, la densità del corpo varia nella deformazione, ma questa varia- 
zione conduce ad effetti di ordine superiore quando la deformazione è piccola, 
e pertanto potrà essere trascurata. 
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Per quel che riguarda le forze esterne applicate direttamente 
alla superficie del corpo (e che di solito sono all'origine della defor- 
mazione), esse entrano come condizioni ai limiti, associate alle 
equazioni dell'equilibrio. Sia P la forza esterna agente sull’area 
unitaria della superficie del corpo, P df è allora la forza agente sul- 
l'elemento df. All’equilibrio essa deve essere compensata dalla 


forza —G;x dfr, con cui gli sforzi interni agiscono su questo ele- 
mento. Si avrà 


Pidf — 0; di, = 0. 


Scrivendo df, come df, = ny df, n essendo il versore della normale 
esterna alla superficie, segue: 


Cina = Pi. (2,8) 

Questa condizione deve essere soddisfatta su tutta la superficie del 
corpo in equilibrio. 

Deriviamo la formula del valor medio del tensore degli sforzi 


in un corpo deformato. A tal fine moltiplichiamo la (2,6) per x 
e integriamo su tutto il volume del corpo 


ò d ò 
e" Th dV = | dai (0:17) dv — | ERI Ga dV=0. 


Trasformiamo il primo integrale nel secondo membro in un inte- 
grale superficiale e osserviamo: che nel secondo si ha ci = dk 
Allora segue: 

$ 012% dj— | Gik dV =0. 
Sostituendo la (2,8) nel primo integrale, otteniamo 


è P,xydf= Î 0; IV = Von, 


dove V è il volume del corpo e 0;, il valor medio del tensore degli 
sforzi nell'intero volume. Poiché 0;, = 04;, si può riscrivere in 
forma più simmetrica 


Tin= 37 È (Pin + Pao) di. (2,9) 


Cosi dunque, il valor medio del tensore degli sforzi può essere deter- 
minato direttamente in funzione delle forze esterne che agiscono 
sul corpo, senza passare attraverso le equazioni di equilibrio. 


$ 3. Termodinamica della deformazione 


Seguiamo ora la deformazione di un corpo e supponiamo che il 
vettore deformazione u, vari di una quantità piccola òu;. Deter- 
miniamo in queste condizioni il lavoro effettuato dalle forze degli 
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I0in 
: . Oxh 
òu, e integriamo su tutto il volume del corpo, ottenendo 


| 6R dv = | Zi 8u,dV. 


sforzi interni. Moltiplichiamo la forza F; = per lo spostamento 


Si è indicato con dA il lavoro delle forze degli'sforzi interni nell'unità 
di volume del corpo. Integrando per parti si ha 
su bu: 
| 6R dVv=Y CÒ; dfy— { Cik dr, dV. 

Considerando il caso di un mezzo illimitato, privo di deforma- 
zioni all’infinito, portiamo nel primo integrale del secondo membro 
la superficie d’integrazione all’infinito; si ha o; = 0 su tale super- 
ficie e quindi l'integrale svanisce. D'altra parte, tenuto conto della 
simmetria di 0;,, il secondo integrale si può riscrivere 


(arar= 4 fon(4242) ar 


De 
= -i | C;x (TL Rn dV = —|\ Cinbt,x dV. 


Tk Ori | 


Si ha dunque 1 
OR = —G;pOU;k. (3,1) 


Questa formula fornisce il lavoro $R a seguito della variazione del 
tensore di deformazione. 

Se la deformazione è abbastanza piccola, il corpo ritorna nel 
suo stato iniziale non deformato quando le forze esterne che provo- 
cano la deformazione. sono rimosse. Dieformazioni siffatte si chia- 
mano elastiche. Se le deformazioni non sono piccole, all’annullarsi 
delle forze non spariscono, ma persiste una deformaziorie residua 
e lo stato del corpo si differenzia da quello iniziale. Tali deformazioni 
si definiscono plastiche. Nel seguito (ad eccezione del capitolo IV) 
si considerano solo deformazioni elastiche. 

‘Supponiamo ora che la deformazione sia cosi lenta che in ogni. 
istante ‘si stabilisca lo stato di equilibrio termodinamico corri- 
spondente alle condizioni esterne in cui il corpo si trova istantanea- 
mente (questa condizione è praticamerite sempre verificata). Allora, 
come è noto, la trasformazione è termodinamicamente reversibile. 
_ Conveniamo per il seguito di riportare tutte le grandezze termo- 
dinamiche — quali l’entropia S, l'energia interna. é, ecc. — al., 
l’unità di volume de] corpo!) (e non all'unità di massa come si con- 


1) Precisiamo: a rigore bisogna distinguere le unità di volume del corpo 
prima e dopo la deformazione. In generale questi volumi contengone: una quan- 
tità di materia diversa. Tutte le grandezze termodinamiche nel seguito saranno 
riferite all’unità di volume -del corpo non defermato, cioè alla quantità di 
materia che esso contiene, e che dopo la deformazione può venire ad occupare. 
un volume leggermente diverso da quello iniziale. Si troverà in questo modo. 
l'energia totale del corpo integrando 4 sul volume del corpo non deformato. 
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viene nella meccanica dei fluidi) e di designarle con le maiuscole 
corrispondenti. 

La variazione infinitesima dé dell’energia interna è uguale alla 
differenza tra la quantità di calore ricevuto nell’unità di volume 
considerato del corpo e il lavoro 4dR delle forze degli sforzi interni. 
In una trasformazione reversibile la quantità di calore è 7 d$S, 
T essendo la temperatura. Allora dé = 7 dS — dR; con l’espres- 
sione (3,1) per dA, si ha | 


dé = T dS | 08m du, (3, 2) 


che rappresenta la relazione termodinamica fondamentale per i corpi’ 
deformati. 

Nel caso di compressione uniforme, il tensore degli sforzi è 
0; = —PÒd:xr (2,9); allora 

Cin duin = —pPÒ;n dun = — p du. 

Ora, come risulta dalla (1,6), la somma w;; è la variazione relativa 
del volume: nella deformazione. Dunque per l’unità di volume, w;; 
rappresenta ‘semplicemente la variazione di detto volume e dui 


l'elemento dV di questa variazione. La relazione SPIBIOCIIONICO: si 
riconduce all’espressione nota 


dé = T dS — pdV. 


Introducendo al posto di € l'energia libera del corpo F = € — 
— TS la (3,2) si riscrive 


dF = —S dT Hd Gik du;n. (3,3Ì 
Infine per il o. termodinamico D si ha lo: 
= € —- TS —- GU = — 0;aU;k (3; 4). 


che è la a dell'espressione usuale D = € — TS ca 
+ pV*). Usando la (3,4) nella (3,3), si- ha 


d® = —S dT “= Uik do ;n. (3, ) 


Le variabili indipendenti nelle ‘(3,2) e (3,3) sono rispettivamente: 
S, ui ©:T, U;p. Si possono cosi ottenere le componenti del tensore 
degli sforzi derivando & o F rispetto alle componenti del tensore di 
deformazione, riguardando come..costanti rispettivamente S e Ti 


(98 \ {FO i 
i SIATE a QUik );= (Gi dUip da C) DI 
1) Nel caso della ‘compressione uniforme l'espressione. (3, 4) diviene ‘’ 
D= F+ pui= F+p(V- Vo), Li 


dove Y — V. è la variazione del volume causata dalla deformazione. Si noti 
che la presente, definizione di ® si differenzia da quella ordinaria, usata în ter-. 
modinamica, D = £-| pV, per l’addendo —pV... 


2° 


20 CAPITOLO I 


Nello stesso modo, derivando © rispetto alle componenti 0;x, 
si ottiene 
ii 


U:.1= «= | —_—_ 
ik (37 T 


(3,7) 
$ 4. Legge di Hooke 


Per poter applicare ad un caso specifico le relazioni termodinamiche 
sopra determinate, è necessario conoscere l’espressione dell'energia 
libera F del corpo in funzione del tensore di deformazione. Questa 
espressione si trova facilmente, nel caso delle piccole deformaziosni 
sviluppando l'energia libera in serie di potenze di u;x. Ci limitiamo 
per il momento alla considerazione dei corpi isotropi, rinviando 
al $ 10 la ‘deduzione delle corrispondenti espressioni nel caso dei 
cristalli. 

Dato un corpo deformato che si trovi ad una certa temperatura 
(costante in tutto il corpo), considereremo come suo stato non defor- 
mato quello che si ha in assenza di forze esterne, alla stessa tempe- 
ratura (questa precisazione è necessaria a causa del fenomeno di dila- 
tazione termica, vedi $ 6). Ora, per u;, = 0 non si hanno sforzi, 
cioè 0;z = 0. Poiché 0;x = se nello sviluppo di F in potenze 
di u;, non compaiono termini lineari. 

Dato che l'energia libera F è uno scalare, ogni termine dello 
sviluppo sarà uno scalare. Con un tensore simmetrico u;, si possono 
costruire due scalari indipendenti di secondo grado; si possono assu- 
mere come tali uî;, il quadrato della somma delle componenti dia- 
gonali, e uî,, la somma dei quadrati delle componenti del tensore 
u;,. Sviluppando 7 in serie di potenze di u;,, si ottiene dunque, 
arrestandosi ai termini del secondo ordine, un’espressione della 
forma 


P=Fy-+-3- uf; + puf, (4,4) 


che fornisce l’espressione generale dell’energia libera di un corpo 
isotropo deformato, À e y essendo noti come coefficienti di Lamé. 

Si è visto ($ 1) che la variazione del volume in una deformazione 
è determinata dalla somma w;;. Se questa somma è nulla ne consegue 
che il volume resta inalterato e si ha solo un cambiamento di forma. 
Deformazioni siffatte, a volume costante, forniscono gli scorrimenti. 

Il caso opposto è quello in cui resta fissa la forma e cambia invece 
il volume, in modo tale che ogni elemento di volume resta simile 
a se stesso nel corso della deformazione. Si è visto ($ 1) che il tensore 
di una siffatta deformazione è della forma u;x = cost-d;x; queste 
deformazioni sono compressioni uniformi. 

Ogni deformazione può decomporsi in una somma di uno scor- 
rimetto e di una compressione uniforme. Basta a tal fine scrivere 
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l'identità È 
4 1 
Uig = (un —3F 6x1) +3 Sal (4,2) 


Il primo termine nel secondo membro è evidentemente uno scorri- 
mento puro (infatti la somma dei termini diagonali è nulla, ricor- 
dando che è;; = 3), il secondo è una compressione uniforme. 

È comodo usare invece della (4,1) l’espressione generale del- 
l'energia libera del corpo deformato che si ottiene facendo uso delia 
decomposizione (4,2). Allora, scegliendo come scalari indipendenti 
di secondo grado i quadrati delle componenti del primo e secondo 
termine nella (4,2), F diventa!) 


4 2 K 
F=w (un—3-8nn) Lasa ut, (4,3) 


dove X e u sono rispettivamente il modulo di compressione uniforme 
e il modulo di scorrimento. K è legato ai coefficienti di Lamé dalla 
relazione 


K=1+4-p. (4,4) 


É noto che nello stato di equilibrio termodinamico l'energia 
libera è minima. Se il corpo non subisce azioni da parte di forze 
esterne, f come funzione di u;, deve avere un minimo per u;f = 0 
Questo comporta che la forma quadratica (4,3) deve essere positiva. 
Se il tensore u;, è scelto in modo che u;, = 0, sussisterà nella (4,3) 
solo il primo termine; se invece è scelto in modo tale che u;, = 
= cost-ò;,, sopravvive solo il secondo termine. Dunque condizione 
necessaria (e palesemente sufficiente) affinché la forma (4,3) sia 
positiva è che X e u siano positivi. Ne discende che i moduli di 
compressione e scorrimento sono sempre positivi: 


K>Q0, u>O0. (4,5) 
Utilizziamo ora la relazione termodinamica generale (3,6) per 
definire il tensore degli sforzi. Per calcolare le derivate Tore scri- 
LI 
viamo il differenziale totale dF (a temperatura costante). Si ha 
1 4 
dF = Kup dun + 2p (vin g-undin) d (un—qundi) 
Nel secondo membro il prodotto per 6;, dell’espressione nella prima 
parentesi dà zero e resta 
4 
dF=Kuydun+2p (n—3 undiz) dip 
1) Il termine costante 7, cioè l'energia libera del corpo non deformato, 
non presenta alcun interesse e pertanto l’omettiamo, intendendo cosî che F 


rappresenta la sola energia libera di deformazione, detta « energia libera ela- 
stica ». 
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evvero, scrivendo du; nella forma 6;x dui, 


i dF = [Ewn8 +2 (un Funds) ] dn 
Si ha così per il tensore degli ‘sforzi 
i Gin = Kuydin + 2p (un und) (4, 6) 


‘Questa espressione definisce il tensore degli sforzi in funzione del 
‘tensorè: ‘di deformazione per un corpo isotropo. In particolare si 
‘osserva ‘che se la deformazione è uno scorrimento puro o una com- 
pressione uniforme pura, il legame tra 0;, e u;, è determinato ri- 
spettivamente dal modulo di scorrimento e dal modulo di compres- 
‘sione uniforme. 

Si possono trovare iovilmento le formule inverse della (4,6) che 
‘fornisce le u;y in funzione di c;x. A tal fine troviamo la somma dei 
termini ‘diagonali 0;;. Allora il secondo termine si annulla e si ha 
Sig = SKuy ovvero 

7-0 (4,7) 
Sostituendo questa espressione nella (4,6), si ha per le uz 


Uji= > 


4 4 
Uikh = 3E dinOn + pn (0in— 3 81201 ) , (4,8) 


i che definisce il tensore di deformazione in funzione del tensore 
degli sforzi. 

La (4,7) mostra che la variazione relativa del volume w;;, in 
ogni deformazione di un corpo isotropo, dipende solo dalla somma 
6;; delle componenti diagonali del tensore degli sforzi, il legame 
tra le 0;; e u;; essendo determinato dal solo modulo di compressione 
«uniforme K. Per un corpo in compressione uniforme il tensore degli 


sforzi si scrive 0;x = —pò;x, e allora dalla (4,7) si deduce 
Uii 7 - . (4,9) 


Poiché lé deformazioni sono piccole, e quindi sono piccoli u;; e p, 
Po x . . u . . . 
si può scrivere il rapporto 3 della variazione relativa del volume 


e della pressione nella forma differenziale 3 (5) . Cosî 


OpiT 
4+=-4+(5) 
KU V\ap}rT' 


X essendo il coefficiente di compressione uniforme (o semplicemente 


coefficiente di compressione). 
Segue dalla (4,8) che il tensore di deformazione u;, è una funzione 
lineare del tensore degli sforzi c;x. Detto altrimenti, la deformazione 
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è proporzionale alle forze applicate al corpo. Questa legge che pre- 
siede alle piccole deformazioni è detta legge di Hooke?). | 
Diamo un’altra espressione utile dell’energia libera di un corpo 
deformato: questa si ottiene immediatamente osservando che 7 
è una funzione quadratica del tensore di deformazione; applicand 
allora il teorema di. Eulero, 


dF 
Uik Gui = 2F 


e tenendo conto del fatto che a = 0;x, si ottiene 
I 
F= 0, (4,10) 


Se in questa formula si esprimono le u;x per il tramite della (4,8), 
l'energia elastica diviene una funzione quadratica delle c;,, e con 
un'ulteriore applicazione del teorema di FEulero, si ha 

0F i 
Cin go = I 
che, confrontata con la (4,410), fornisce 
= , 4,1 
Uik don (4,11) 
Qu; 
zione termodinamica generale, la sua inversa (4,11) è vera solo 
nell’ambito di validità della legge di Hooke. 


Lh: è (e) “I 
Dobbiamo precisare che mentre la formula 0; = dun © UNA rela- 


$ 5. Deformazioni omogenee 


Considereremo nel seguito alcuni casi semplici di deformazioni 
omogenee, cioè deformazioni il cui tensore di deformazione è costante 
in tutto il volume del corpo. Un esempio è già stato fornito dall'esame 
della compressione uniforme. 

Soffermiamoci ora sulla trazione (o compressione) semplice di 
una sbarra. Supponiamo la sbarra allineata lungo l’asse z, e siano 
applicate ai suoi estremi forze agenti in versi opposti; queste forze 
agiscono uniformemente su tutta l’area delle sezioni; con p indi- 
chiamo la forza per unità di area. 

La deformazione è omogenea, quindi le u;, sono costanti in 
tutto il corpo e altrettanto costanti sono le 0;,, che si possono de- 
durre quindi direttamente dalle condizioni ai limiti (2,8). Le forze 
sulla superficie laterale sono nulle e quindi 0;xrm, = 0. Il vettore 


1) In effetti la legge di Hooke si applica praticamente a tutte le deforma- 
zioni elastiche. Le deformazioni, in generale, cessano di essere elastiche quando, 
essendo ancora sufficientemente piccole, la legge di Hooke è ancora una valida 
approssimazione (fanno eccezione corpi come il caucciù). 
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unitario n è su questa superficie laterale perpendicolare all'asse z, 
quindi ha componenti non nulle n, e n,, e di conseguenza sono nulle 
tutte le 0;,, eccetto 0,,. Sulle sezioni estreme della sbarra si ha 
0,;N; = p e quindi 0,,= p. 

La relazione generale (4,8) tra le componenti del tensore di defor- 
mazione e degli sforzi mostra che tutte le u;,, con i 4 È, sono nulle. 
Per le altre componenti si trova 

4 1 1 
Ung = Uyy = — 3 (> —3E)P un=3 (37 +4) p- (5,1) 

La componente u,, definisce l'allungamento relativo della sbarra 
lungo l’asse z. Il coefficiente di p è detto coefficiente di trazione ed 
il suo inverso modulo di trazione (0 modulo di Young) E: 


U,=%, (9,2) 
dove 
__ _9Ku 


Le componenti u,, e u,, determinano la compressione relativa tra- 
sversale della sbarra. Il rapporto tra compressione trasversale e allun- 


° 


gamento longitudinale è detto coefficiente di Poisson): 


Uxx = — 0Uzz; (9,4) 
dove 
1 3K—% 
=> GK (9,5) 


Essendo X e u positivi, il coefficiente di Poisson può variare, al 


variare dei materiali, solo tra —1(K = 0) e3 (u = 0). Quindi?) 
—1<o<t. (5,6) 


Infine, l'incremento relativo del volume della sbarra in trazione è 
4 
UiiZ3E P (9,7) 


1) Non vi può essere confusione di notazione tra 0, coefficiente di Poisson, 
e Tino componenti del tensore degli sforzi, data la presenza degli indici in questi 
ultimi. 


2) In realtà il coefficiente di Poisson varia tra 0 e 3. Non si conoscono in 


natura corpi per cui o < 0, cioè che si dilatano allungandosi. Sottolineiamo 
che o > 0 comporta 4 > 0, dove A è il coefficiente di Lamé nella (4,1), cioè 
i due termini nella (4,1) sono sempre positivi come nella (4,3) malgrado che 
questo non discenda necessariamente da considerazioni termodinamiche. I valori 


di o vicini a 7 (per esempio per il cauccit) corrispondono ad un modulo di 


scorrimento piccolo rispetto al modulo di compressione. 
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Si può scrivere l'energia libera della sbarra utilizzando direttamente 


la (4,10). Poiché solo 0,, è diversa da zero, si ha f = 3, 0,,Uzz 8 


2 

=-7. (5,8) 
Seguendo l’uso, impiegheremo nel seguito £ e o al posto dei 

moduli X e p. Invertendo le formule (5,3) e (5,5), si ottiene!) 


E E 
e=zazoo * 330% ssa 


Scriviamo le formule generali del paragrafo precedente, servendoci 
per i coefficienti che vi figurano delle corrispondenti espressioni 
per il tramite di £ e o. Per l’energia libera si ha 


E i 
F=rapo (“htaiasti). Rei 


Il tensore degli sforzi espresso in termini del tensore di deforma- 
zione è 


E 
daro (vin+ 7 Uuda ) ; (9,41) 
Inversamente 
1 
un=-7 [(1 + 0) Cin — 00:6;x]- (9,12) 


Le formule (5,11) e (5,12) interverranno frequentemente nel seguito 
e pertanto converrà darne le espressioni esplicite: 


Oxa TIA [(1 — 0) Uzg +0 (yy na Uzz)] 


E 
Oyy= (1+0)(1—20) [(1—0) Uyy +9 (Una + Uz2)]s 
E (5,13) 
07, TC (A+09) (1-20) [(1 — 0) U,z +O(Uxx + Uyy)}s 


E 
Cxy = T1F0o Uxys Oxz 140 Uzzr Oy: 140 Uyz 


e le formule inverse: 
1 
Uxg = E [Oxx _0G (0,y fr 0,:)], 
1 
Uyy CE [O,y — 0 (Cnx + 922)]» (5,14) 


1) Il secondo coefficiente di Lamé è 


Eo 


\= =) (1-10) * 
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1 i 
Uzz << [0,, 0 (C.x + 0yy)}» 


140 41+0 
Uxy = E Oxyr Uxz= ap 


Oxs yi lo 
XZ9? yz E y2° 
Consideriamo ora la compressione di una sbarra costretta late- 
ralmente in modo tale che le sue dimensioni trasversali non varino. 
Le forze esterne di compressione sono applicate alle basi della sbarra 
e agiscono secondo la lunghezza, che assumeremo come asse z. Il 
caso descritto si designa come compressione uniassiale. La sbarra 
è deformata lungo l’asse z e quindi tra tutte le componenti di u;x 


DI 


è diversa da zero solo u,,. Dalle (5,13) segue: 


_ Eo E(1—0) 
vT Fo) (i=20) ce 027 Po) (20) Ve 


| 
I 

Oxa =0 
Indicando nuovamente la forza di compressione con p (0,, = p, 


p è negativo in compressione), si ha 


Lt, = OOO) p. (5,15) 


Il coefficiente di p è il coefficiente di compressione uniassiale. Per 
le componenti degli sforzi trasversali si ha 


Oxx=0yy=P 17-- (5,16) 
Infine l’energia libera è 
4 1-2 
ppi, (5,17) 


$ 6. Deformazioni con variazione di temperatura 


Prendiamo ora in considerazione deformazioni durante le quali 
la temperatura del corpo varia, tale variazione essendo provocata 
dalla deformazione stessa o da altre cause. 

Assumeremo come stato non deformato di un corpo quello cor- 
rispondente ad assenza di forze esterne e ad una temperatura fissata 
To. Se la temperatura del corpo è T # 7,, esso in generale risulterà 
deformato a seguito della dilatazione termica, anche ove siano 
assenti forze esterne. In tal modo, oltre ai termini quadratici, lo 
sviluppo dell’energia libera Y (7) conterrà anche termini lineari 
nel tensore di deformazione. A partire dalle componenti u;y di un 
tensore del secondo ordine si può costruire un solo scalare lineare, 
e cioè la somma u;; delle componenti diagonali. Supporremo qui 
che la variazione della temperatura 7 — 7, che accompagna la 
deformazione, sia piccola. Di conseguenza, si potrà assumere che 
il fattore di u;; nello sviluppo di f (che deve annullarsi per 7 = 70) 
sia semplicemente proporzionale a 7 — 7. In definitiva, si ha 
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per l'energia libera l’espressione seguente, che sostituisce la (4,3): 
% 2 
F(1)=Fo(T)_Ka(T--T)un+p (wn—-3 Batn) +5 uh, (6,4) 


dove il coefficiente di 7 — 7, è stato scritto come — Ka. Le quan- 

tità p, K, a saranno supposte costanti; la dipendenza dalla tem- 

peratura condurrebbe a termini correttivi di ordine superiore. 
Derivando la / rispetto a u;,, si ottiene il tensore degli sforzi 


Cih= — Ka(T-T)bn+ Kunbx + 2u (un -+ 6;xu1) . (6,2) 


Il primo termine rappresenta gli sforzi supplementari dovuti alla 
variazione della temperatura del corpo. Nella dilatazione termica 
libera del corpo (in assenza di forze esterne) gli sforzi interni sono 
nulli. Annullandosi 0; si trova che u;, ha la forma cost-è;,, con 


inpeald = Ti) (6,3) 


Ora, wn è la variazione relativa del volume nella deformazione e 
pertanto a è il coefficiente di dilatazione termica del corpo. 

Tra le diverse deformazioni che si possono prendere in esame dal 
punto di vista termodinamico, bisogna distinguere quelle isoterme 
e quelle adiabatiche. Nella deformazione isoterma la temperatura 
non varia e ponendo nella (6,1) 7 = 7, ritroviamo le formule usuali; 
allora X e yu possono dirsi moduli isotermi. 

Le deformazioni adiabatiche sono quelle che si effettuano senza 
scambio di calore tra le diverse parti del corpo e, ovviamente, tra 


il corpo e l'ambiente. È noto che l’entropia è uguale a -Z , deri- 
vata di F rispetto alla temperatura. Derivando la (6,1), al primo 
ordine in u;x si ha 

S (7) = So (7) + Kaun. (6,4) 
Uguagliando $ ad una costante, potremo determinare la variazione 
T—T, nella deformazione, che sarà proporzionale a w,. Sosti- 


tuendo questa espressione di 7 — 7, nella (6,2), si trova per G;x 
‘l'espressione 


4 
Cin = KaaUudin + 2h (un E undin) (6,5) 


avente lo stesso modulo di scorrimento p, ma modulo di compres- 
sione Kag diverso da X. Tuttavia il legame tra modulo di com- 
pressione isotermo e modulo adiabatico può ottenersi senza effet- 
tuare il conto indicato, partendo dalla nota formula termodinamica 


(82)= (2) +4- (47); 
op}js \ dp }T!' Cp \0T Ip 
(C, è il calore specifico a pressione costante riferito alla unità di 
volume del corpo). Se V è il volume in cui si trasforma il volume 
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unitario a seguito della deformazione, le derivate le e A defini- 
scono le variazioni relative di volume quando il corpo è riscaldato 


o compresso. In altri termini 


DA E 9V\ ___1 V\ __1 
(#),=% ($ );> Kaa * (5; ),= K* 
Quindi si ottiene il legame tra modulo adiabatico e modulo isotermo 

1 1 Ta? 
Le ee La 


Per i moduli di trazione e i coefficienti di Poisson adiabatici 
si deducono facilmente le relazioni 


E 0 + ETa8/9Cp 
Esa = 1 FFaRC, Na (9,7) 
Nei casi che si realizzano in natura, la quantità ca è di solito 


piccola e si può scrivere con sufficiente precisione. 
Esw=E+E°30-, Cna =0+(1+0)E77-. (6,8) 


Nel corso di una deformazione isoterma il tensore degli sforzi 
è espresso dalla derivata dell’energia libera 


on= (22) 
iRT QUik T° 
Se l'entropia è costante si scriverà (cfr. la (3,6)) 
_{ 96 
DEETI Quiz PE 


ove € è l'energia interna. Di conseguenza, nel caso di deformazioni 
adiabatiche, l’espressione seguente, analoga alla (4,3), determina 
non l'energia libera, ma semplicemente l'energia interna dell'unità 
di volume del ne 


(un undin) . (6,9) 


$ 7. Equazioni dell'equilibrio dei corpi isotropi 
Deduciamo ora le equazioni di equilibrio dei corpi isotropi. 
A tal fine bisogna sostituire nelle equazioni generali (2,7) 
d0ik sa 
Gan 1 pgi=0 
l'espressione (9,11) del tensore degli sforzi. Si ha 


00;k _ Eo dun QUI 


drR (1-+4+-0)(1—20) dz; SL drk * 
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Sostituendovi %;, = + | # Do 
2 


dell'equilibrio nella forma 
E 03U; E 0°%u, 3, 
2(1+0) ori + 2(1+0)(1—20) dr; dr; +pgi=0. 


È si ottengono le equazioni 


(7,1) 


É comodo riscrivere queste equazioni in forma vettoriale. Le quan- 


è 0°u; i dui : 
tità — = sono le componenti del vettore Au e ri divu. In 
kh 


tal modo, le equazioni dell’equilibrio prendono la forma 
1 ‘clan BOE9) 
Au+ = grad divu= — pg — 7. (7,2) 


Torna utile a volte riscrivere questa equazione in un modo legger- 
mente differente, ricorrendo ad una formula di analisi vettoriale 
ben nota 


grad div u = Au +- rot rot u. 
Allora per la (7,2) si ha 


1-20 __  (1+0) (1—20) 
ITES Dia —_ pg "TE(-0) 


Abbiamo scritto le equazioni dell'equilibrio nel campo uniforme 
delle forze di gravità, avendo in vista che queste ultime sono in 
elasticità le forze di « volume » più frequenti. Nel caso in cui ve ne 
siano altre, il vettore pg del secondo membro dell'equazione deve 
essere sostituito da un’altra densità di forze di volume. 

Il caso più importante è quello in cui la deformazione è dovuta 
non a forze di volume ma a forze applicate sulla superficie del corpo. 
Allora l'equazione dell’equilibrio diviene 


(1 — 20) Au + grad divu=0 (7,4) 


grad div u— (7,3) 


Ovvero 


2(1— o) grad divu— (1 — 20) rotrotu=0. (7,9) 


Le forze esterne intervengono nella soluzione solo per mezzo delle 
condizioni ai limiti. 
Applicando l'operatore div all'equazione (7,4) ed osservando che 
div grad = A, segue: 
Adivu=0, (7,6) 


che dimostra che la funzione div u (che determina la variazione di 
volume nel corso della deformazione) è una funzione armonica. 

Peraltro, l'applicazione dell'operatore di Laplace alla (7,4) 
fornisce 


AAu = 0, (7,7) 
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cioè all'equilibrio il vettore deformazione soddisfa all’equazione 
biarmonica. Questi risultati sussistono in un campo di gravità uni- 
forme (il secondo membro nella (7,2) svanisce nella derivazione), 
ma non sono più veri nel caso generale di forze di volume esterne 
variabili nel corpo. 

Il fatto che il vettore deformazione soddisfi all’equazione biarmo-. 
nica non significa affatto che l’integrale generale delle equazioni 
dell’equilibrio (in assenza di forze di volume) sia una funzione vet. 
toriale biarmonica arbitraria; bisogna ricordarsi che la funzione. 
u (x, y, 2) deve ancora in realtà verificare l'equazione alle derivate” 
parziali di ordine inferiore (7,4). D'altra parte appare possibile 
esprimere l'integrale generale delle equazioni dell'equilibrio in 
funzione delle derivate di un vettore biarmonico arbitrario (vedi. 
problema 410). 

Se il corpo è riscaldato in modo non uniforme, occorre aggiungere’ 
nell'equazione dell'equilibrio un termine supplementare. Al tensore 
degli sforzi si aggiunge il termine —Xa (7 — To) dix (cfr. la (6,2)) 


e ne consegue che in Si si aggiunge il termine 
di 3S(1_-20) dz; ° 


In definitiva, le equazioni dell'equilibrio si presentano nella forma 


3(1— 0) 


3(1—20) 
140 


grad div u 2049) 


rot rotu=aV7. (7,8) 


Soffermiamoci sul caso particolare di deformazioni piane, cioè 
deformazioni per cui una delle componenti del vettore u è nulla 
(u, = 0) e le altre dipendono solo da x e y. In conseguenza di ciò 
le componenti u,,, Ux:, “yz del tensore di deformazione si annullano 
identicamente e, con loro, le componenti 0,, e 0,, del tensore degli 
sforzi (ma non si annulla lo sforzo longitudinale 0,,, che con la sua 
esistenza assicura l'invarianza della lunghezza del corpo nella dire- 
zione z). Poiché nessuna quantità dipende da z, le equazioni del- 


dire e i à | . do - 
l'equilibrio (in assenza di forze esterne di volume) na O si 
riducono ‘alle due ‘equazioni 


a ge de dy =0. (7,9) 


Le dipendenze funzionali di 0x3 Oxys 0yy SONO allora nella forma 
più generale determinate’ da | 
dy _ 03% _ 0 (7,10) 


oy? * ay dz du UT 0953? 


O, = 
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ove % è una funzione arbitraria di 7 e y. E facile ricavare l'equazione 
a cui essa deve soddisfare. Una tale equazione deve la sua origine 
al fatto che 0,4, Cxyr yy si esprimono effettivamente in funzione 
di due sole quantità u, e u,, e non sono quindi indipendenti. Usando 
le formule (5,13) per la deformazione piana si ha 


E 
Oxx + Oyy = (440) (1-20) (Una + Uyy)- 


Ora 


| du du, : 
Oxx + Tyy =" A; Unx + Uyy = Ga tag = diV 


e poiché div u è, in virtù della (7,6), una funzione armonica, ne. 
consegue che la funzione Yy deve soddisfare la 


AAXx = 0, (7,11) 


quindi che y è biarmonica; tale funzione si denomina funzione degli 
sforzi. Una volta che si sia risolto il problema piano, e che quindì 
la y sia nota, lo sforzo longitudinale è dato direttamente da 


i 
Os: = TTFo) 86) (ax + Un) =0 (022 +9) 


OVVero 
= 0chy. (7,12) 


RR 


1. Determinare la deformazione di una sbarra lunga (lunghezza 1) posta 
verticalmente nel campo di gravità. 

Soluzione. Assunto l’asse della sbarra come asse 2 e la base inferiore come 
piano x, y, le equazioni dell’equilibrio sono 


O0xi _ d0y _ Ù0zi _ 
dzi — dzi ii o dzi i 


Tutte le componenti .0; Agi 0:,, debbono annullarsi. sulla superficie late- 
rale della sbarra, e sulla base superiore (z= 1) si ha o,, = 0yz = Oy ) 
La soluzione delle equazioni. dell equilibrio che ‘verifica’ “queste Condizioni è 


6,,= —PgE(l—-z), 
e tutte le altre 0;x = 0. Le. w;y si determinano in funzione delle 0;x nella forma: 
pg (1—2) 


i { @ 
Una=Uyy 7 Pe (l—-2), E Uxy = az = ye =0 


quindi, integrando. iii equazioni, si ievelinifuazo le SOMIDONENA del vettore 
deformazione Pr Na sk 


e 


un= > PE (1_z)z, uy=7 Pe (—-z)y, 


un — GE (0 M-a_0 (8499) ni 
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L'espressione di u, soddisfa la condizione al limite u, = 0 in un solo punto 


della superficie inferiore della sbarra. Pertanto la soluzione trovata non estende 
la sua validità alle vicinanze della sezione inferiore della sbarra. 

2. Determinare la deformazione di una corona sferica (con raggio esterno 
R, e interno R;) sottoposta ad una pressione interna p;; la pressione esterna 
è Do. 
"Soluzione. Assumiamo un sistema di coordinate sferiche con centro nella 
sfera. La deformazione u è ovunque radiale e funzione della sola coordinata r. 
Ne consegue che rot u = 0 e l’equazione (7,5) assume la forma 


Vdivu=0, 
quindi 
bi 
divu= ni d(r DL coai = 3a 
r dr 
ovvero 
b 
u—=ar bar i 
Le componenti del tensore di deformazione sono (cfr. le (1,7)) 
2b b 
fante a Ugg =Upp==0+—>. 


Lo sforzo radiale 


E E 2E bb 
Orr= A F9) dA -=20) [(1— 0) Upr -|- 20Ugg] = vESUra UO 


Le costanti a e d si deducono dalle condizioni ai limiti 0,, = —p, perr= Ri 
e o,= —p, perr= As. Se ne ricava 
Gi p1Rî —PyRi 1-20 je RiRi(p, Pa) 4140 

Rì— R3 E 1 Rì— Rì 2E * 


Quindi la distribuzione degli sforzi nello spessore della corona sferica sot- 


toposta ad una pressione interna p; = p e ad una pressione esterna p, = 0 è 
data da 


pRî Rj pRî Rî 
n= (103), 000=%v0= Fa TRI (1+35). 
Nel caso di una corona sottile, 4 = R, — Rj< R, si ha approssimativamente 


pRî (1— 0) pR pra 
US TER » 0070007 7 


(0,, è il valor medio dello sforzo radiale rispetto allo spessore dello strato). 
Si ottiene la distribuzione degli sforzi in un mezzo elastico illimitato con 


una cavità sferica (di raggio R) sottoposto ad una compressione uniforme, ponen- 
do Ri = R, Ra = co, py=0, pa = p: 


R3 R° 
Orr= — p (1-3) ’ 000=090=—P (1+57). 


Sulla frontiera della cavità gli sforzi tangenziali sono quindi superiori alla pres- 
sione all’infinito. 


3. Determinare la deformazione di una palla piena (di raggio A) sotto l’ef- 
fetto del proprio campo di gravità. 
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Soluzione. La forza di gravità che agisce sull’unità di massa del corpo sfe- 
rico è —g: Sostituendo questa espressione in g nella (7,3), si ottiene per lo 
spostamento radiale l'equazione 

E(1T— 0) d 1 d(r?u) r 
+9) (1-20) de (#7 )=PE 


La soluzione che si mantiene finita per r = 0 e soddisfa la condizione 0,, = 0 


“ 


per r= AR è 
n= — PR (1 20)(1+0) a 3—-0 -W] 
a 10£ (1— 0) ito RR? ]|' 

Osserviamo che la sostanza è compressa (u,, < 0) nell’interno di una sfera di 
ei VANEZSE: 
raggio L 3149) 
sione nel centro della palla è 


e dilatata al di fuori di questa sfera (u,, > 0). La pres- 


3-0 
10 do) 89°: 

4, Determinare la deformazione di un tubo cilindrico (di raggi esterno e 
interno R, e A) sottoposto ad una pressione interna p, mentre la pressione 
esterna è nulla!). 

Soluzione. Prendiamo un sistema di coordinate cilindriche con asse z coin- 
cidente con l’asse del cilindro. La pressione è uniforme lungo il tubo, quindi la 


deformazione consta di uno spostamento radiale puro u, =  (r). Come nel 
problema 2, si ha 


div u=t È (ru)= cost = 2a, 
quindi 
u=ar+ = 


Le componenti non nulle del tensore di deformazione (cfr. le (1,8)) sono 


du b u b 
Ure a Meg eni 
Dalle condizioni al contorno, 0,, = 0 per r= R, e 0,,= —p perr=A,, 


si ha 
pRî  (140)(1—20) 


CRE-RE E ®= RE-RR E 
La distribuzione degli sforzi nello strato del tubo è data allora dalle formule 
pR? R3 pR? R3 pR? 
om= gpl (103), cri (+) cani 


5. Determinare la deformazione di un cilindro in rotazione uniforme attor- 
no al suo asse. 


Soluzione. Scrivendo nella (7,3) la forza centrifuga p£?r invece della forza 
di gravità (9 è la velocità angolare), si ottiene in coordinate cilindriche per lo 


1) Nei problemi 4, 5, 7 si assume che la lunghezza del cilindro sia man- 
tenuta costante, in modo che non ci sia deformazione longitudinale. 


3—-0630 
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spostamento u, = w (r) l'equazione 

SERRE A pt) PREIS (14 

(14-0)(41—-20) dr \r dr 
La soluzione che si mantiene finita per r = 0 e che soddisfa le condizioni ai 
limiti o,,= 0 per r= R è i 

__pQ2(1+0) (1-20) ua 
u= SE (1-0) r[(3—20) R°—r?]. 
6. Determinare la deformazione di una palla riscaldata non uniformemente, 

con distribuzione di temperatura a simmetria sferica. 


Soluzione. In coordinate sferiche, l’equazione (7,8) per una deformazione 
puramente radiale dà 


(ru) = — pQ°r. 


2 (4 s080)_, ito a 
dr (Fi dr } © 3(1—-0) dr ° 


La soluzione che si mantiene finita per r = 0 e soddisfa la condizione al limite 
O, = 0 perr= A è 


r R 
1 1 2(1— 20 
umag #) P(mrt ar STO TA {r@rar}. 
0 


La temperatura 7 (r) è misurata a partire dal valore per cui la palla uniforme- 
mente riscaldata è considerata non deformata; si è assunto come tale valore 
la temperatura della superficie esterna della sfera, con 7 (R)= 0. 

7. Lo stesso problema per un cilindro riscaldato non uniformemente, con 
distribuzione di temperatura a simmetria assiale. 
3 Soione Analogamente al precedente problema, in coordinate cilindri- 
che si ha 


T 


R 
umazzio 2 T(r)rdr+(1—-20) 75 Jrora}. 


8. Determinare la deformazione di un mezzo elastico infinito con una 
distribuzione di temperatura assegnata 7 (7, y, z). Si suppone che questa tem- 
peratura tenda verso un valore costante 7, all’infinito, dove non c'è deforma- 
zione. 

Soluzione. L'equazione (7,8) ammette evidentemente una soluzione per cui 

140 


rot u=0, divu=azizgl (2, Y, 2) —Tol. 


Il vettore u, avente divergenza uguale alla funzione assegnata, definita su 
tutto lo spazio e nulla all’infinito e rotore identicamente nullo, si può scri- 
vere, come è noto dall’analisi vettoriale, nella forma 


u(z, Y, )=-4v| ALA CIR RESO ac vot) av, 


con r=V(e-2)?+(4— y')?+(z—z’)?. Pertanto si ottiene la soluzione gene- 
rale del problema nella forma 

DC a (1-40) | T'-To vw 

u= — 1a (1-0) V n dV A (41) 


con7'=T(2’,y. 2°). 
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Se una quantità finita di calore q viene sprigionata in un piccolo volume 
del mezzo illimitato (nell’origine delle coordinate), la distribuzione della tem- 
peratura può porsi nella forma (C è il calore specifico del mezzo) 


T-T,=--8(2)8 (4) 8 (2), 


I 


e la deformazio- 
Cr 


ove 6 è la funzione di Dirac. Allora l’integrale nella (1) vale 


ne è assegnata dalla formula 


__a(1+09)9 r 
— 12r(1—-0)C 8° 


9. Dedurre le equazioni dell’equilibrio di un corpo IOSTORO (in assenza 
di forze di volume), espresse in funzione delle componenti del tensore degli 
sforzi. 

Soluzione. Il sistema di equazioni ricercate contiene, oltre alle tre equa- 
zioni 


u 


00;k i 
dxrz (1) 


quelle che discendono dal fatto che le sei componenti di u;, non sono tutte indi» 
pendenti. Per dedurle, scriviamo dapprima il sistema di relazioni differenziali 
a cui debbono soddisfare le componenti del tensore u;g. È facile vedere che le 
quantità 


n= (21 4-2) 
2 \ dxk 0x3} 
soddisfano identicamente 
0%Uik 0°Ulm 2 d2u;i d°Unm 
0r10Em 0x;dxk drnIIM 07:01 ° 
Si hanno in tutto sei relazioni distinte (corrispondenti ai seguenti valori d 


i, k, 1, m: 1122, 1133, 2233, 1123, 2213, 3312); queste relazioni rimarranno tutte 
se si contraggono gli indici ed m nella relazione tensoriale sopra scritta: 


dun d%u;l 0°UnI 
Niji ERE 
dint 0xr;0rk 0xn0Zz1 0r;0%, * (2) 


Sostituendovi le espressioni (5,12) di u;, in funzione di 0;, e prendendo in 
considerazione la (1), sì ottengono le relazioni cercate 
0201 
1 nb——=0. 
(1-+0) A0;n + FSCPA 0 (3) 
Queste equazioni continuano a sussistere quando il corpo subisce forze di volu- 
me esterne costanti su tutto il volume. 


Contraendo nell’equazione (3) sugli indici i e X si trova 


Ao; ci 0, 
cioè 0]; è una funzione armonica. Applicando alla (3) l'operatore A segue: 
AAG;z = 0 


che mostra che le 0;, sono funzioni biarmoniche; peraltro, questi risultati 
discendono anche dalle (7,6) e (7,7), visto che la relazione tra 0; e u;x è lineare. 

10. Esprimere l’integrale generale delle equazioni di equilibrio (in assenza 
di forze di volume) in funzione di un vettore biarmonico arbitrario (B. Galer- 
kin, 1930). 


3* 
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Soluzione. È naturale cercare la soluzione dell'equazione (7,4) nella forma 
u= Af + A grad div f. 


Se ne deduce che div u = (1 + A) div Af. Sostituendo nella (7,4) si ha 
(1 — 20) AAf+[2(1— 0) A + 1] grad div Af =0. 


Allora, se f è un vettore biarmonico arbitrario 
AM = 0, 
otteniamo 
1 
u=Af---——__gr iv f. 
a=0) grad div f 
11. Scrivere gli sforzi 0,r, Cpp: rp in una deformazione piana (in coordinate 
polari r, p) come derivate della funzione degli sforzi. 
Soluzione. Poiché le espressioni cercate non possono dipendere dalla scelta 
dell’origine per l’anomalia @, esse non la conterranno esplicitamente. Allora 


potremo far uso del seguente procedimento: passando dalle derivate cartesiane 
(7,10) alle relative espressioni in termini delle variabili r, g osserveremo che 


Orr = (Cr) p=0 099 = (yy) o=o0: rp a (Gy) p=0 
(l’angolo @ è contato a partire dall’asse x). Si ottiene cosî 


1 0dX 1 0% 0°%y , 1 dY 
n= ta i See mt (73). 

12. Determinare la distribuzione degli sforzi in un mezzo elastico infinito 
comprendente una cavità sferica, sapendo che il mezzo è sottoposto all’infinito 
ad una deformazione uniforme. 

Soluzione. L'espressione generale di una deformazione uniforme è rap- 
presentata da una trazione (o compressione) uniforme e da uno scorrimento 
uniforme. Poiché il caso corrispondente alla prima deformazione è stato trattato 
nel problema 2, ci limitiamo qui all’esame dello scorrimento uniforme. 

Sia 06? il campo degli sforzi uniforme che si avrebbe in assenza di cavità; 


in uno scorrimento puro si ha 09 = 0. Indichiamo con u‘9 il vettore spostamen- 


to corrispondente e cerchiamo la soluzione nella forma u = u‘% + u, dove 
ul) è il termine correttivo che tiene conto della presenza della cavità e che 


si annulla all’infinito. 

Ogni soluzione di un'equazione biarmonica può essere scritta nella forma 
di una combinazione lineare di soluzioni a simmetria sferica e delle loro derivate, 
di diverso ordine, rispetto alle coordinate. Soluzioni a simmetria sferica indi- 


pendenti sono r?, r, i , 1. Pertanto la forma più generale del vettore biarmonico 


u®, che ha una dipendenza parametrica dalle componenti del tensore costante 
( ° . °_» x 
dik e che si annulla all’infinito, è 


bg Tago tuo a 
di Ao;r drxk Fr 808) 0x;dxp dx, r Pesa dx; drk dx, di (1) 
Sostituendo questa espressione nella (7,4), si ottiene 
02u; Ta) dui _ (0) 03 1 _ 


e quindi 
A=-4C(1—- 0). 
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Due ulteriori relazioni tra le costanti 4, B, C discendono dalla condizione 
sulla frontiera della cavità: (000° 1 ok) ng = 0 perr= R(Rèil raggio della 
cavità, l’origine è presa nel centro, n è il versore di r). Un calcolo assai lungo, 
con l’aiuto della (1), conduce al seguente risultato: 


_CR? _5R3(1+-0) 
ci C=3E (1-50) 


L'espressione finale della distribuzione degli sforzi è 


on= 00 [149777 = (+ T) +8 wie) V]t 


259 (+) [0 (7) ] Parto 


1-50 \ r 


Rea (FI 847 (7) ] Ramon 


rat (8) [ro (A) ]onottnn 


Per ottenere la distribuzione degli sforzi per 0%? arbitrari (cioè non di 
scorrimento puro), si debbono sostituire in questa espressione 019 +» of) — 
1 8 (9) e l È 
— 3 dinoli e aggiungere l'espressione 
1 
730 [dn +35 I 6n— 3rinn) |, 


che corrisponde alla trazione uniforme all'infinito (cfr. problema 2). Scriveremo 
il risultato dre per gli sforzi sulla frontiera della cavità 


0;n = { (1-0) (060) _ ri 00 mini +-0Mniimrina — 


= 


1 (| 0) (din — Ni) 3 


Nelle vicinanze della cavità gli Fal sono molto più intensi che all'infini- 
to; questo incremento degli sforzi ha un carattere locale assai pronunciato 
e diminuisce rapidamente con la distanza (fenomeno di concentrazione degli 
sforzi nei pressi della cavità). Così, se il mezzo è sottoposto ad una trazione 
semplice uniforme (solo 052° è non nulla), gli sforzi massimi si produrranno 
all’ equatore della cavità, e si avrà 


sc TSO n 1nmBik Jp? 


ai 27 — 150 009) 
27 92(7-50) 2° 


$ 8. Equilibrio di un mezzo elastico limitato da un piano 


Prendiamo in considerazione un mezzo elastico che invade un 
semispazio infinito, cioè a dire un mezzo limitato da una parte da 
un piano infinitamente esteso. Determiniamo la deformazione del 
mezzo sotto l’azione di forze applicate alla sua superficie libera!). 


1) Il procedimento pit diretto e standard nella risoluzione del problema 
posto consiste nell’applicare all’equazione (8,1) il metodo di Fourier. Tuttavia, 
si avrebbero a calcolare integrali molto complicati. Qui si impiega un metodo 
che, facendo ricorso ad un certo numero di accorgimenti, richiede calcoli più 
semplici. 
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La distribuzione delle forze deve soddisfare una sola condizione, 
quella di annullarsi all'infinito talché non vi sia deformazione. 
In questo caso le equazioni dell'equilibrio si integrano sotto la forma 
generale. 


In tutto il volume occupato dal mezzo si ha l’equazione dell’e- 
quilibrio (7,4) 


grad div u + (1 — 20) Au=0. (8,1) 
Cercheremo la soluzione nella forma 
u=f+ Vo, (8,2) 
dove © è uno scalare e il vettore f soddisfa l'equazione di Laplace 
Af=0. (8,3) 
Sostituendo (8,2) nella (8,1), si ricava l'equazione per @ 
2(1-0)Agq= —div f. (8,4) 


Prendiamo come piano x, y la superficie libera del mezzo ela- 
stico e l'asse z diretto verso l'interno. Scriviamo f, e f, come derivate, 
rispetto alla variabile 2, delle corrispondenti componenti g, e gy 
di una funzione vettoriale £: 


dgx dg 
Îx= Di ’ fy= 7. (8,5) 


Poiché f, e f, sono funzioni armoniche, g, e g, possono essere scelte 
in modo tale da soddisfare l'equazione di Laplace 


Ag. = 0, Agg=0. (3,6) 
Allora la (8,4) diviene 
è (0d8x , 9% 
2(1-0)he=— (FE+7-+h). 


Poiché gx, gy ® f, sono funzioni armoniche, si constata facilmente 
che la funzione q che soddisfa tale equazione può porsi nella forma 


z dgx dgy 
PI TA4A=-9) (11+9+30) T e 
dove w è anch’essa armonica: 
Aw "a 0. (38,8) 


Cosî la determinazione della deformazione u è ricondotta alla 
ricerca delle funzioni gx, £y: f:: Y, tutte soddisfacenti l'equazione 
di Laplace. 

Scriviamo le condizioni ai limiti che debbono essere verificate 
sulla superficie libera del mezzo (z = 0). 

Il versore n della normale esterna è diretto nel verso delle 2 
negative, quindi, secondo la formula generale (2,8), deve essere 
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0;, = —P;. Utilizzando l'espressione generale (5,11) di c;, ed 
esprimendo le componenti di u in funzione delle quantità ausiliarie 
gx: Eyr Îz 2 , le condizioni al contorno si possono scrivere, dopo un 
breve calcolo, nella forma 


d°g+ 41-20 si dex —. 
EIZ. n “dr {ao = 2(1— 0) (FE -)+27 2=000 
2(4 
= iI p, (8,9) 
| d 1-20 4 gx , 984 dp 
02? dy \2(1-0) Ia 2(1—0) (FE dy 23 }| 


2(14+0 
sed 


dex 4 98) 20% 

3 {i È (F2 dx tai )+ 02 

Le componenti P,, P,, P, delle forze esterne applicate alla super- 

ficie sono funzioni assegnate delle coordinate x e y, e si annullano 
all'infinito. 

Le grandezze ausiliarie g,, £y. fz € ) non sono determinate uni- 
vocamente dalle formule con cui sono state introdotte, pertanto 
permane una certa arbitrarietà nella loro scelta; potremo quindi 
imporre una condizione arbitraria. Sarà allora comodo richiedere 


l'annullamento del termine entro parentesi graffe nelle equazioni 
(8,9) 5): 


2 (1 
= — {CEE PP. (8,10) 


z=0 


lo) 
(1-20) f.— (tt 4410) o. (8,11) 


Allora le condizioni (8,9) si semplificano e diventano 
2 (4 d°g 2 (4 
E, = STA p.. (8,12) 


Xx? 022 SIT 


0°gx 
02% 


z=0 


Le equazioni (8,10)-(8,12) sono vg per la determinazione 
celle funzioni armoniche gx, £,, fe Y. 

Per semplificare la scrittura delle formule che seguono, tratte- 
remo il caso della forza concentrata F che agisce sulla superficie 
libera del semispazio elastico, cioè di una forza applicata in una 
regione infinitesima della superficie, che può essere assimilata ad 
un punto. L'azione della forza può essere scritta come quella della 
forza superficiale distribuita secondo la legge 


P = Fò (2) ò (y), 
1) Non dimostreremo qui la possibilità di imporre questa condizione; 


essa viene giustificata naturalmente dal fatto che non ne discende alcuna con- 
traddizione. 


40 CAPITOLO I 


ove figura la funzione è, l'origine delle coordinate è presa nel punto 
di applicazione della forza. Nota la soluzione del problema per una 
forza concentrata, potremo costruire direttamente la soluzione per 
una distribuzione arbitraria di forze P (x, y). Più precisamente, se 


ui = Gin (x, Y, 2) Fa (8,13) 


è la deformazione sotto l’effetto di una forza applicata nella origine, 
la deformazione risultante dalla forza P (x, y) sarà definita dall’in- 
tegrale!) 


ùj;= | | Gi (e-x',y—y',2)P,(2',y')dx'dy'. (8,14) 


È noto nella teoria del potenziale che una funzione armonica f, 
annullantesi all'infinito e che possiede una derivata normale data 


da ci al piano z=0, è data dalla formula 


4 of (x', y', 2) dx' dy' 
Î(2, Y, =) dz 5 r ) 


r=VE=TPFW= SFP. 


Poiché le quantità dix | eu e la quantità entro parentesi graffe 
nella (8,10) soddisfano l’equazione di Laplace, e poiché le (8,10), 
(8,12) determinano proprio i valori delle loro derivate normali al 


piano z=0, si ha 


te (04-00 ay i 


dx né TE rr’ 
(3,19) 

gx _ 1+0 Fx d8y _ 140 fy 
dz — nE r' 0z = nE r (8,16) 


dove r=Vx2+y2+22. 

Le espressioni delle componenti del vettore u cercato contengono 
non le quantità g, e g, ma le loro derivate rispetto a %, y e 2. Per 
Ba 964 

dx °  dy 
rispettivamente. Si ha 


calcolare deriviamo le uguaglianze (8,16) rispetto a x e y, 


9gx _ 140 Fx 98y _— 140 Fy 


dr dz TE 73° dYydz nE  r3I 


1) Secondo la terminologia matematica G;, è il tensore di Green per le 
equazioni dell’equilibrio in un mezzo seminfinito. 
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Integrando su dz da co a z, si ottiene 
Ogx __110 Fxx 
dr nE r(r+z)’ 


0gy _1+0 Fy 
Slo. (8,17) 


Non proseguiremo oltre nei calcoli, semplici ma laboriosi. Si 
deduce f, e SP dalle equazioni (8,11), (8,15) e (8,17). Noto &L, è 


facile calcolare ci i ch , integrando dapprima su z e derivando quindi 


rispetto a x e y. Si ricavano cosi tutte le quantità necessarie per il 
calcolo del vettore deformazione dalle (8,2), (8,5), (8,7). Finalmente 
sì ottiene 


(1-20) #7 2(1—-0)r+z 


_ 1+0 x2 
la dare 730° r(r+z) ILE t r(r+ 2) (0 
2r (ort2)+22]7 
ua n o (Px+yP,)}, 
1+0 __(1—-20) y 2(1—-0)r+4z 
= ero rg at 
2r 
PESI (gF,+yF,)}, (8,18) 


= [LA] F,t TE ui r3 Z| (@Fx+yP,)}. 


In particolare, lo spostamento dei punti della superficie libera del 
mezzo si deduce dalle (8,18), ponendo z = 0: 


1 1 —2 2 
Ux = USL ene Fi ball-=-0)f-+P_r 5° — (2P, +4P7,)}, 


1 4 1-2 2 
uy= ED {- IZZO F,42(1-0) F,+-2 (eFx+yF,)}, 
(8,19) 


un= e D{2(1—-0)F.+ (1-20) 1 (eF,+yF,)}. 


PROBLEMA 


Determinare la deformazione di un mezzo elastico infinito sotto l’effetto 
di una forza localizzata F). 

Soluzione. Considerando la deformazione a distanze r grandi rispetto alla 
dimensione della regione di applicazione della forza, possiamo pensare la forza 
come applicata in un Ber Si ha l’equazione di equilibrio (cfr. la (7,2)) 


Au+ 5, grad div u= So) Fò (r), (1) 


1) Un problema analogo per un mezzo anisotropo infinito è stato risolto 
da I.M. LifSits e L.N. Rosentsveig (ZETF 17, 783, 1947). 
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(dove è (r) = è (2) 6 (y) 6 (2), il punto di applicazione della forza è stato assun- 
to come origine delle coordinate). Cerchiamo la soluzione nella forma u = 
= Uy + u;, dove w è la soluzione dell'equazione di tipo Poisson 


Au; = ian) Fò (r). (2) 
Per u, si ottiene allora l'equazione 
V div u, + (1 — 20) Au, = —V div uo. (3) 
La soluzione dell’equazione (2), che si annulla all’infinito è 
4140 F 


Une 7° 


Applicando alla (3) l'operatore rot, si ottiene A rot u; = 0. All’infinito si deve 
avere rot u, = 0. Ora, una funzione armonica in tutto lo spazio e annullantesi 
all'infinito è una funzione identicamente nulla; dunque rot u, = 0 e si potrà 
scrivere uj = grad q. Si deduce dalla (3) 


V{2(1— 0) Ap divu}=0. 


Ne discende che l'espressione entro parentesi è costante e poiché si annulla 
all'infinito, si ha in tutto lo spazio 


F O 
Se y è soluzione dell’equazione ap=t î 
P7 ine 1-0) DUE 
-- 
2 


_ve__ 1+0 (Fn)n—-F 
us VP=zRE =)  -! 


dove n è il versore del raggio vettore r. Finalmente 


_ 4+0  (3—40)F--n(nF) 
805 (1— 0) r 1 


Scegliendo la soluzione priva di singolarità p= —, si ottiene 


u 


Scrivendo quest’ultima formula nella forma (8,13), si ottiene il tensore di 
Green delle equazioni dell'equilibrio di un mezzo isotropo infinito!) 


___1T9 Nona inni dd dh | 
Gir=grEa= 0) “ dita = [E 4(1—0)dz;0xx J° 


1) Il fatto che le componenti del tensore G;iz siano funzioni di primo 
grado delle coordinate x, y, 2, è evidente a priori in base a considerazioni 
di omogeneità, relative alla forma dell'equazione (1) che contiene a primo 
membro una combinazione lineare di derivate seconde delle componenti di u, 
a secondo membro una funzione omogenea di terzo grado (é(ar)=a788 (r)). 

Questa proprietà sussiste nel caso generale di un mezzo anisotropo arbitrario. 
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$ 9. Contatto tra corpi solidi 


Si considerino due corpi solidi a contatto in un punto non sin- 
golare delle loro superfici (nella fig. 1, a le due superfici sono rap- 
presentate in sezione nelle vicinanze del punto di contatto 0). In 
questo punto le due superfici 
hanno lo stesso piano tangente, 
che assumeremo come piano 7, 

y; l’asse z sarà orientato diver- 
samente per i due corpi, verso ) 
l'interno, e le corrispondenti 
coordinate saranno indicate con 
ze z. 

È noto che nelle vicinanze 
di un punto regolare (0) l’equa- 
zione della superficie, riferita 
al suo piano tangente (piano 
X, Y), può scriversi 


Z 


4 = KafbTaThi (9,1) 


dove la somma sugli indici 

ripetuti va da 1 a 2 (x, = z, 

Xg = Y), Xap è un tensore sim- Fig. 1 

metrico bidimensionale carat- 

terizzante la curvatura della superficie (i suoi valori principali sono 
1 1 

2R,° 2Ro 

di contatto). Scriveremo analogamente per la superficie del secondo 

corpo, nelle vicinanze del punto di tangenza, 


e , con AR, e A, raggi di curvatura principali nel punto 


z = KaBTaTp- (9,2) 


Supponiamo ora i corpi pressati l'uno contro l’altro e sia 4 l'avvi- 
cinamento, piccolo, che ne risulta!). 

Allora si realizza uno schiacciamento nelle vicinanze del primi- 
tivo punto di contatto talché il contatto non è più puntuale, ma 
avviene sn una regione finita, seppure piccola, della superficie. 
Siano u, e u; le componenti (rispettivamente sull’asse z e 2’) degli 
spostamenti dei punti delle superfici dei due corpi pressati. Nella 
fig. 4, b in tratteggiato sono rappresentate le superfici prima della 
deformazione; z e z' indicano le lunghezze definite rispettivamente 
dalle (9,1) e (9,2). Come si vede, in tutti i punti della regione di 


contatto si ha 
(+u)t(+u)=Rk 


1) Il problema del contatto nella teoria dell’elasticità è stato studiato per 
la prima volta da H. Hertz. 
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ovvero 
(Xap + *ap) Tata + Uz +uz= hd. (9,3) 


Nei punti esterni a questa regione, dove cessa di esercitarsi il con- 
tatto, si ha la disuguaglianza z+ 2 +u, + ut <h. 

Orientiamo gli assi 7 e y in modo tale che il tensore x,g + %&g 
sia ridotto ai suoi:assi principali; indichiamo con A e B i valori 
principali corrispondenti!). Allora la (9,3) si riscrive 


Ax + By +4 u, + u=h. (9,4) 


Indichiamo con P, (x, y) la pressione tra i due corpi nei punti 
di contatto (ovviamente P, = 0 al di fuori della regione di con- 
tatto). Nel determinare il legame tra P, e gli spostamenti u, e u;, 
si potrà con sufficiente precisione considerare le superfici come piane 
e quindi utilizzare le formule trovate nel precedente paragrafo. 
Allora dalla (8,19) (e facendo uso anche della (8,14)), lo spostamento 
u, sotto l’effetto della forza normale P, (x, y) è determinato dalle 


_ 1—-0? P,(r, y') LÀ , 
un || da dy, 


ri i=30 P.,(2°,y') ta. 
u,=— pa || PEEti ae dy 


(9,9) 


(oc, o', E e E’ sono rispettivamente i coefficienti di Poisson e i 
moduli di trazione dei due corpi); poiché P, = 0 fuori della regione 
di contatto, il dominio di integrazione è esteso a tale regione. Osser- 


viamo che dalle formule sopra scritte discende la costanza di ne: 
z 


uz, _(1—-0°)£' (9,6) 


— =“ 


u  (1—-03)E° 


1) A e B sono correlati ai raggi di curvatura R,, Ro e R;, R3 nel seguente 
modo: 


1 1 1 1 
2(4+B)=RTERRTERITRI: 
2 4 {1 \2 
-— Reale se a 
sibi: (F 7) +(# a) + 
1 1 1 1 
+200820 (#7) (#3). 
ove q è l'angolo tra le sezioni normali, corrispondenti ai raggi di curvatura 


AREE SER i Luc i ‘al i sro 
I raggi sono presi positivi quando i centri di curvatura sono interni ai 


corpi, negativi nel caso opposto. 
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Le relazioni (9,4) e (9,6) determinano insieme la distribuzione della 
deformazione u, e u; nella regione di contatto (ovviamente le for- 
mule (9,5) e (9,6) estendono la loro validità anche ai punti esterni 
a tale regione). 

Sostituendo le (9,5) nella (9,4), segue 


— 02 — g°2 Ta LÀ 
2 ( ea ì E | | FEE de' dy'=h— Ax— By. (9,7) 
Questa equazione integrale determina la distribuzione della pres- 
sione P, nella regione di contatto. Si può determinare la soluzione 
del problema analogicamente, utilizzando le relazioni qui appresso 
riportate, note dalla teoria del potenziale. Una duplice osservazione 
induce questa analogia. Primo, l'integrale a primo membro della 
(9,7) è del tipo di quelli che si presentano nella teoria del potenziale 
e che determinano il potenziale creato da un’assegnata distribuzione 
di cariche; secondo, il potenziale del campo in un ellissoide uni- 
formemente carico è una funzione quadratica delle coordinate. 
Quando un ellissoide 


0 pi 


è uniformemente carico nel suo volume con densità costante 0, 
il potenziale del campo nell’ellissoide stesso è dato dalla 


P 2 2 2 
0 (2, y, = npabe | {1-7 ata) * 
0 


dé 
X == , 
V(a2+E) (60°-+E) (cE+E) 


Nel caso limite di un ellissoide appiattito (lungo z), e cioè nel caso 
c-+ 0, se ne ricava 
ai 2 2 
Ly == abc | 1—- SL GI > 
RA (FR FRI vemeni 

(quando si passa al limite per c + 0, ovviamente bisogna nel con- 
tempo annullare la coordinata z dei punti dell’ellissoide). Peraltro, 
il potenziale può scriversi 


DI 0 da' dy' dz' 
veva=]]|7a=stficamea 


dove l'integrale è esteso al volume dell’ellissoide. Anche qui, pas- 
sando al limite per c + 0, si dovrà porre nel radicale z = 2° = 0 
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VALENTE, 


Integrando in dz’ tra i limiti te | 7g si ha 
3 aa /_ FIT 
DACZ y) =2oc | eV + 
(r=V(e-2+(y—-y). 
12 
L'integrale è esteso al dominio assegnato dall’ ellisse — — Al 17 — 


Uguagliando le due espressioni di @ (x, y), si ni l'identità 


[pesa VA s{r- FE Wire) * 


ioni 9.8) 
* VEFOMITDI si 
Confrontando questa relazione con l’equazione (9,7) si vede 
che i secondi membri hanno la stessa dipendenza quadratica di x 
e y e che nei primi membri figurano integrali dello stesso tipo. 
Se ne conclude che il dominio di contatto dei due corpi (cioè il 
dominio di integrazione nella (9,7)) è delimitato da un'ellisse di 
equazione 


Fal (9,9) 


e che la funzione P,(, y) è del tipo 


2 (€, y) = cost. VAT -Z_- 


Scegliendo la costante in modo tale che l’integrale )} P, dx dy 
esteso al dominio di contatto sia uguale alla forza totale F con cui 
i due corpi interagiscono, si ha 


3F a aa 
P. (x, gra 1-Z3-& : (9,10) 


Questa formula definisce la legge di distribuzione della pressione 
nel dominio di contatto. Osserviamo che nel centro del dominio la 
pressione è una volta e mezza più grande della pressione media 
F/nab. 

Sostituendo la (9,10) nella (9,7) e mettendo al posto dell’inte- 
grale ottenuto la sua espressione (9,8), si ha 


talia e 
2 ae D+ 
rai ——_—_8—m____________- *’ d =h_-A 2 — B 2, 
1) VETDeTne sa 


EQUAZIONI FONDAMENTALI DELLA TEORIA DELL'ELASTICITAÀ 47 


dove 


Questa uguaglianza deve essere soddisfatta identicamente in x e y 
(nell’ellisse (9,9)); ne consegue l’uguaglianza dei coefficienti di 
zey e delle costanti che figurano nei due membri. Si ha cosî 


FD ( dl 
h= — 7 ==—==-TTE7"{X 9,411 
V (a+) (0°+-5)E di 


PRLLi GIANO. PINE 
mod (a°+E) V (a+) (0°+E)E 

— (9,12) 
B= | elia iu 
TY (6°4+E) V(a*+E) 0°+3)E 


Le equazioni (9,12) determinano i semiassi a e bd del dominio di con- 
tatto in funzione della forza / (A e B sono note come caratteristiche 
dei corpi in oggetto). Dopo di ciò, la relazione (9,11) determina il 
legame tra F e l'avvicinamento % che essa provoca. Nei secondi 
membri di queste equazioni figurano integrali ellittici. 

Così il problema del contatto tra i corpi può considerarsi risolto. 
La forma della superficie dei corpi (cioè gli spostamenti u, e wu.) 
al di fuori del dominio di contatto è data dalle stesse formule (9,5) 
e (9,10); i valori degli integrali possono essere trovati ricorrendo 
ancora all’analogia con il problema del potenziale del campo, di 
un ellissoide carico, questa volta al di fuori dell’ellissoide stesso. 
Infine, le formule del paragrafo precedente permettono anche di tro- 
vare la distribuzione della deformazione nel volume dei corpi (ma 
soltanto su distanze piccole rispetto alle dimensioni del corpo). 

Applichiamo le formule trovate al contatto tra due sfere di 


raggi R ed R'. Si ha in questo caso A=B = Li (F+2) ; per 
motivi di simmetria è chiaro che deve essere a = b, cioè il dominio 
di contatto è un cerchio. Dalla (9,12) segue per il raggio a di tale 


cerchio 


a= F1!° (D TE pi i (9,13) 


h essendo ora la differenza tra R + AR’ e la distanza tra i centri 
delle sfere. Dalla (9,10) segue la relazione tra F ed A: 


n=P[D(5++)]|"- (9,14) 
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Notiamo che l'avvicinamento è proporzionale a /?; viceversa, 
la forza di pressione / è proporzionale ad 4/2. Scriviamo l’energia 


potenziale U delle sfere a contatto. Notando che (—F) = -D , si ha 
35/2 2 RR' 


Infine rileviamo che la legge 
h= cost-F?/, F = cost - kh” 


si estende anche al caso di corpi, in contatto su regioni finite, non 
necessariamente sferici, come si può vedere in base a considerazioni 
di similitudine. Nella sostituzione a° + aa”, b° + ab, F+ a8?F, 
cona costante arbitraria, le equazioni (9,12) restano invariate. 
L'equazione (9,11) ha il secondo membro moltiplicato per a, e affin- 
ché resti invariata occorre sostituire X con ah. Ne segue per 7: 


FOCh3!?. 


PROBLEMI 


4. Determinare la durata di collisione di due sfere elastiche. 
Soluzione. Nel riferimento di quiete del baricentro del sistema, l’energia 
delle due sfere prima della collisione è uguale all’energia cinetica del moto 
mamy 


2 
relativo o, dove v è la velocità relativa e u = è la massa ridotta. 


TI 
Durante la collisione l’energia totale è la somma dell'energia cinetica, che 


2 
si può scrivere come Da , e dell’energia potenziale (9,15). Dalla legge di conser- 
vazione dell’energia segue 
dh 2 6/2 __ 172 ed RR' 
# ( Tr) re la pp R+R' 


L’avvicinamento massimo %y delle sfere, che avviene quando la loro velocità 
relativa si annulla, è 


2/ 
n (p) 


La durata del tempo di collisione (4 varia tra 0 e Xy, quindi da 4, a 0) è 


ovvero 
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Il problema è stato risolto utilizzando le formule statiche dedotte nel 
testo, e quindi facendo astrazione dalle oscillazioni elastiche della sfera che 
sorgono a seguito della collisione. Questa astrazione è valida sintanto che v è 
sufficientemente piccola rispetto alla velocità del suono. Ma in realtà tutta la 
teoria cade in difetto molto prima, allorché le deformazioni dovute alle colli- 
sioni superano il limite di elasticità della sostanza. 

2. Trovare le dimensioni del dominio di contatto e la distribuzione della 
pressione in questo dominio, nel caso di due cilindri pressati l’uno contro l’al- 
tro, lungo una generatrice comune. 

Soluzione. Il dominio di contatto è qui costituito da una striscia sottile 
avente per asse la generatrice. La larghezza di questa striscia, 2a, e la distribu- 
zione della pressione possono essere dedotte dalle formule del testo, passando 
al limite per b/a + co. La distribuzione della pressione sarà una funzione del 


tipo 
VO x2 
P, (r)= coste 1-7 


ki è la coordìnata trasversale della striscia di contatto); normalizzandola sulla 
orza di pressione £ riportata all'unità di lunghezza dei cilindri, si ha 


Sostituendo nella (9,7) e integrando per il tramite della (9,8), segue: 


__ 4DF di 8DF 


ssi II ) (a +E)/2E — 303° 


Uno dei raggi di curvatura di una superficie cilindrica è infinito, l’altro coincide 
col suo raggio; pertanto si ha 


L(4.,4 
a=> (rt), 8% 
La larghezza della striscia di contatto è cosî determinata 
_y/ 16DF RR' 
=} 3n R+R'° 
$ 10. Proprietà elastiche dei cristalli 


La variazione dell’energia libera di un cristallo in una com- 
pressione isoterma è, come nel caso dei corpi isotropi, una funzione 
quadratica del tensore di deformazione. Ma nel caso dei cristalli 
questa funzione contiene un numero di coefficienti indipendenti 
superiore a due. L'espressione generale dell'energia libera di un 
cristallo deformato è 


1 
P= 7 Aipimiintimo (10,1) 


4-0630 
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Aihtm è un tensore del quarto ordine, detto tensore dei moduli di 
elasticità. Essendo simmetrico il tensore di deformazione, u;}Uim 
resta invariato per permutazioni i e &, Led m, ovvero (i, k) e (1, m). 
Allora, evidentemente, si può definire il tensore 2}; in modo tale 
che goda di queste proprietà di simmetria: 


Minim = dpitm = Mihmi = dimiho (10,2) 


Un calcolo semplice mostra che il numero delle componenti distinte 
di un siffatto tensore del quarto ordine è, nel caso generale, pari 
a 21. 

A partire dall'espressione (10,1) dell'energia libera, il tensore 
degli sforzi si esprime, nel caso dei cristalli, in funzione del tensore 
di deformazione (vedi nota pag. 57) 


(10,3) 


O DIE ASPRE, | u 
RT (Gui — iklm*im 


La presenza di simmetrie in un cristallo incrementa il numero 
delle relazioni tra le diverse componenti del tensore Z;ztm, dimi- 
nuendo corrispondentemente il numero di quelle indipendenti. 
Consideriamo ora queste relazioni in corrispondenza a tutti i tipi 
di simmetrie macroscopiche dei cristalli, cioè per tutte le classi 
cristalline, ripartendole in sistemi cristallini adeguati. 

1. Sistema triclino. La simmetria triclina (classi C, 
e C;) non impone alcuna restrizione alle componenti di À;x;m e la 
scelta del sistema di coordinate è, per quanto concerne la simmetria, 
del tutto arbitraria. Tutti i 21 moduli di elasticità sono non nulli 
e indipendenti. Peraltro, l’arbitrarietà della scelta delle coordinate 
permette di imporre ulteriori condizioni su À;a:im. Infatti, poiché 
l'orientazione di un sistema d’asse rispetto ad un corpo è determi- 
nata da tre parametri (gli angoli di rotazione), corrispondentemente 
le condizioni sono in numero di tre, per esempio si può imporre che 
siano nulle tre delle 24 componenti. In questo modo le quantità 
che caratterizzano le proprietà del cristallo sono i 18 moduli non 
nulli ed i 3 angoli che assegnano il sistema di riferimento. 

2. Sistema monoclino. Consideriamo la classe C,; 
prendiamo come piano coordinato x, y il piano di simmetria. In una 
riflessione rispetto a tale piano le coordinate subiscono la trasfor- 
mazione x + z, Y + Y, z-» —z. Ricordando che le componenti del 
tensore si trasformano come il prodotto delle coordinate corrispon- 
denti, risulta chiaro che tutte le componenti À;pim contenenti un 
numero dispari (1 o 3) di volte l’indice z cambiano segno, mentre 
le altre sono invariate. Ne discende che sono nulle tutte le compo- 
nenti in cui figura un numero dispari di volte l'indice z. In defi- 
nitiva l’espressione generale dell’energia elastica libera in un cri- 
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stallo monoclino si scrive 


4 1 1 
F = DI Aia + DI Myvyvlyu # 2 hssgiliz; "n Aoxyylxxlyy # 


"# VrxzzUxxUzz * Ay yezlyyUzz ca 2A xy eylizy db QMrrzoUzz T 
+ 2Ayzyzyz + Qdaxeylralay + 2Aypyalyyyx + 
+ QAeyzzUagizz + Aeg a Unztiya- (10,4) 


Vi sono 13 coefficienti indipendenti. Analoga espressione si ricava 
per la classe C, e C';,, che contiene simultaneamente i due elementi 
di simmetria (C, e Gy). In quanto precede, peraltro, le condizioni 
di simmetria fissano un solo asse coordinato, l’asse z, mentre gli 
assi x ed y sono indeterminati. Con un’opportuna scelta di orienta- 
mento si può fare in modo allora di annullare una delle componenti, 
per esempio À,y,:. In definitiva abbiamo 13 quantità che caratte- 
rizzano le proprietà elastiche del cristallo, e cioè 12 moduli non 
nulli e l'angolo che fissa l'orientamento degli assi del piano z, y. 

3. Sistema ortorombico. In tutte le classi di questo 
sistema (C.,, D., D.,), la scelta degli assi coordinati è determinata 
univocamente dalla simmetria e si ottiene la stessa espressione per 
l'energia libera. Soffermiamoci, per esempio, sulla classe D,7; 
assumiamo come piani coordinati i tre piani di simmetria di cuesta 
classe. Le riflessioni in ciascuno di tali piani hanno per effetto di 
cambiare il segno di una delle coordinate, lasciando invariate le 
altre due. Allora è evidente che le sole componenti À;x:, che sussi- 
stono sono quelle in cui ciascuno degli indici x, y, z appare un numero 
pari di volte; infatti, qualunque altra componente cambia di segno 
nella riflessione rispetto ad un piano di simmetria. Pertanto l’ener- 
gia libera del sistema ortorombico ha la seguente forma: 


1 1 2 
F= 35 Mexnaltzx +5 duyuuti +5 dezzzliza + Many ylazltyy + 


LAxrezUxaltzz + AyyzzUyyUz: * 2heyxylxy + 
+ 2Aaezozliza + QAyzgaUya» (10,5) 


In tutto vi sono 9 moduli di elasticità. 

4. Sistema tetragonale. Consideriamo la classe 
Ci. Prendiamo come asse z C,, gli assi 7 e y perpendicolari a due 
piani di simmetria verticali. Le riflessioni in questi due piani si 
traducono rispettivamente nelle trasformazioni a + —x, y+y, 
z>+2 e T-+ z, Y-» —y, z-+ z; allora tutte le componenti A;kim 
con un numero dispari di indici identici sono nulle. D'altra parte, 

C) Li IT »I 
una rotazione di 7 attorno all'asse C, è rappresentata da 7 + y, 
y-> —x, z+ z. Ne consegue 


IO = hag Nanzz = hpiad dirti = psi 
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Le altre trasformazioni di C,, non aggiungono altre condizioni, 
l'energia libera dei cristalli del sistema tetragonale è pertanto 


1 4 
F= 5 PRE (ix + Un) + > NizzaWizà + Axxzz (UgzUzz + UyyUzz) + 


cu Aexyvlxxlyy * 2Xxy xyiy + 2hxzxz (UZz dr Ujjz)» (10,6) 


Vi sono in tutto 6 moduli di elasticità. 

Un risultato analogo si ha per le altre classi del sistema tetra- 
gonale, naturalmente il sistema di coordinate essendo scelto in 
accordo con la corrispondente simmetria (D.g, Dj, Din). Per le 
classi Cu, S,, Cir solo l’asse z è fissato, come C, o $S,. Quindi sussi- 
stono ancora le componenti (oltre a quelle che figurano nella (10,6)) 


Nexxy => —Àyyya 


Una scelta adeguata degli assi x, y le annulla, ed / è ricondotta 
alla forma (10,6). 

5. Sistema romboedrico. Consideriamo la classe 
C 30; l’asse z viene allora allineato con l’asse del terzo ordine, l’asse y 
è perpendicolare ad uno dei piani di simmetria verticale. Per dedurre 
le restrizioni imposte alle componenti del tensore ;x;m dalla pre- 
senza dell'asse C3 è comodo passare dalle coordinate x, y alle « coor- 
dinate » complesse È e n, definite dalle relazioni 


s=xt+ iy, mn=r_iy 


mentre la coordinata z resta immutata. Scriveremo cosi in queste 
nuove « coordinate » il tensore À;x1m; dove gli indici prendono ora 
i valori È, n, z. È facile vedere che in una rotazione di 120° attorno 
a Cs le «coordinate » subiscono la trasformazione 


2rri n Ori 


Pre ed 


E +Ee 3, mn>ne 3, Z+2Z. 


In virtù della simmetria del cristallo, possono essere non nulle quelle 

componenti À;x;m Che restano immutate in tale trasformazione. Tali 

componenti sono quelle che hanno tra i loro indici 3 volte E o n 
2a 


(poiché (e 3 )3 = e2#i= 4), o che contengono altrettante volte È 
ni _2ni 
ed n (poiché e 3 e 8 = 1); esplicitando 


Aaz220 Mentn® Meenno Aenzzo Meznz: eteza Anne 


D'altra parte, la riflessione in un piano di simmetria perpendicolare 
all’asse delle y è data dalla trasformazione 7 + x, y+ —y,Z2—>z, 
ovvero per le È e n: È + n, n+ È. Poiché allora Ae, si trasforma 
in Ànnnz queste due componenti debbono coincidere. Cost i cristalli 
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del sistema romboedrico hanno in tutto 6 moduli di elasticità. Per 
scrivere l’espressione dell'energia libera, bisogna formare la somma 


3 Mihimlinlimi in cui gli indici prendono i valori È, n, 2; poiché 


ci serve espressa per il tramite delle componenti del tensore di 
deformazione in coordinate x, y, z, bisognerà esprimere u;, scritte 
nelle « coordinate » È, n, z, per il tramite delle omologhe, scritte 
nelle coordinate x, y, z. Si può fare ciò semplicemente, partendo 
dal fatto che le componenti u;, si trasformano come i prodotti delle 
due coordinate corrispondenti. Per esempio da 


GE= (x + iy)? = a° — y° 4 Zizy 


segue 
Uzt = Uxx — Uyy + 2iUxy 


Si trova finalmente per 


E 3 VazzzUii: + 2hintn (Uxa E Uyy)” ci etnn [(Uxa so Uyy)® E 4uxy] LE 


+ 2benzz (Uxx + Uyy) Uzzt 4leznz (uz + Uyr) "r 
+ Alert: [(Uxx— U,;y) Uxz 2U xyUy 2] * (10,7) 


F contiene 6 coefficienti indipendenti. Questo risultato vale per le 
classi D3 e Dya. Per le classi Ce 6, in cui la scelta degli assi x 
ed y è arbitraria, le esigenze dovute alla simmetria consentono che 


dertz # Annone» 


Tuttavia, un’opportuna scelta degli assi conduce a Az£:, = Annne))- 

6. Sistema esagonale. Consideriamo la classe C4 e sia 
l’asse z diretto lungo l’asse del sesto ordine. Nuovamente facciamo 
uso delle « coordinate » È = (x + iy), n =(x — iy). In una rota- 


zione di 2a attorno all’asse z, le coordinate È e n divengono 


2ri ai 


——— 


E > te 8, n>ne 8. 


1) A scanso di equivoci prestiamo attenzione al fatto che nella trasfor- 
mazione lineare arbitraria (non ortogonale) delle coordinate si deve scrivere lo 
scalare (40,1) nella forma F = A;pimu'*ulm/2 facendo distinzione tra componenti 
contro- e covarianti dei tensori (le prime si trasformano come le stesse coordinate 
x? e le seconde come derivate d/dr'i). Nelle espressioni (10,7) e (10,8) le componen- 
ti del tensore di deformazione sono trasformate come controvarianti; pertanto 
per stabilire il legame tra le componenti A;,;m nelle coordinate È, n, 2 ez, y, z 

isogna considerarle come covarianti; in coordinate cartesiane x, y, z le com- 
PORCU co- e controvariante dei tensori naturalmente coincidono (cîr. pro- 
lema del $ 23). 
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Questo mostra che le sole componenti non nulle À;p1:m sono quelle 
che contengono gli indici È ed n" un numero uguale di volte; tali sono 


Dis Àgntn» Mtgnno Menzzo Meznzo 


Gli altri elementi di simmetria possibili del sistema esagonale non 
impongono alcuna restrizione. In tutto si hanno 5 moduli di elasti- 
cità. L'energia libera ha la forma 


1 
F= 2 Narz2U22 Jr 2Xgntn (Uxx + Uyy)” + Metnn [(Uxa = Ung)? + 4Uzy] + 
* 2MnzzUz: (Una RP Uyy) Le 4)ganz (uz + Uyz) (10,3) 


Bisogna notare che la deformazione nel piano x, y (deforma- 
zione di componenti U,x, Uyy; Uxy non nulle) è determinata da due 
moduli di elasticità, proprio come nel caso di un corpo isotropo; 
detto in altri termini, in un piano perpendicolare all'asse esagonale 
il cristallo è isotropo. 

In conseguenza di ciò, la scelta della direzione degli assi in 
questo piano è irrilevante, per quel che concerne la forma di £. 
L'espressione (10,8) si estende di conseguenza a tutte le classi del 
sistema esagonale. 

7T.Sistema cubico. Gli assi 2, y, z, sono diretti lungo 
gli assi del quarto ordine del sistema cubico. Già la presenza della 
simmetria tetragonale (asse del quarto ordine lungo z) riduce il 
numero delle componenti indipendenti À;p:;m alle 6 seguenti!): 


Naaka azz Iczza Axy: Aviaga IPETTE 


Le rotazioni di 90° attorno agli assi x ed y danno rispettivamente le 
trasformazioni € + x, Y> —z, Z>—Y e r+zZ2, Y>Y, Z> 1. 
Queste trasformazioni comportano l'uguaglianza delle prime due 
componenti sopra scritte cosi come delle ultime due, talché il numero 
totale di moduli di elasticità indipendenti è ridotto a 3. Per l’ener- 
gia libera dei cristalli del sistema cubico si ha 


F= 5 Rrexxa (Uso + Ugy + uz) + A sexyy (Uxalyy a 
+ Uxxlzz + UyyUz2) ls 2A xyay (uzy + Uzz + Uyz). (10,9) 


Riportiamo una tabella in cui figura il numero dei parametri 
indipendenti (moduli di elasticità o angoli determinanti l’orienta- 
mento degli assi del cristallo) per le classi dei diversi sistemi: 


1) Le classi cubiche 7 e 7; non hanno assi del quarto ordine. Lo stesso 
risultato si ottiene però, in questi casi, considerando gli assi del terzo ordine, 
le rotazioni attorno ai quali trasformano l’uno nell’altro gli assi del secondo 
ordine x, y, 2. 
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triclinéd: i Si bLu € è ela ee e nl 21 
monoclidé: 1-55 ox e Rael i RR DA a 13 
ortorombiCo è LL 9 


Il numero minimo dei moduli non nulli (uguali per tutte le classi 
di uno stesso sistema), a cui ci si può ridurre con un’opportuna scelta 
degli assi è 


btnelinòo;s-sgn ed Lee ERA e 18 
monoclino; #5 Gg e Pra dA na 12 
OMLOrombico::s. mesa ele DR RR n e e a 9 
tetragonale: i a sd aiar e i 6 
romboedrico =... 6 
esagonale: + cet Ce ee 5 
Gubico «ua nea i de dh sie de È Me 3 


Ovviamente, quanto detto ha validità ristretta ai monocristalli. 
I corpi policristallini, con dimensioni abbastanza piccole dei cri- 
stalliti da cui sono costituiti, possono essere considerati isotropi 
(limitandoci a considerare deformazioni su regioni grandi rispetto 
alle dimensioni dei cristalliti). Come ogni corpo isotropo, un poli- 
cristallo è caratterizzato da due moduli di elasticità. Si sarebbe 
portati a credere in prima istanza che questi moduli possano essere 
dedotti mediando i moduli di elasticità dei diversi cristalliti, ma 
non è cosî. Se si considera che la deformazione del policristallo 
risulta da quella dei cristalliti costituenti, conseguentemente si 
dovrebbe, almeno in linea di principio, risolvere le equazioni del- 
l'equilibrio per tutti i cristalliti, tenendo in conto le condizioni 
ai limiti sulle superfici di separazione. Si vede cosî che il legame 
tra le proprietà elastiche del cristallo nel suo insieme e quelle dei 
cristalliti costituenti dipende dalla forma specifica di questi e dalle 
correlazioni tra i mutui orientamenti. Cosi, non esiste legame tra 
i moduli di elasticità di un policristallo e di un monocristallo (della 
stessa materia). 

Il calcolo dei moduli di un policristallo isotropo in funzione dei 
moduli monocristallini non può essere fatto con precisione apprez- 
zabile, a meno che le proprietà del monocristallo non siano debol- 
mente anisotrope!). In prima approssimazione si possono porre 
i moduli di elasticità del policristallo semplicemente uguali alla 
« parte isotropa » dei moduli elastici del monocristallo. Allora, 
all’approssimazione successiva appaiono termini quadratici nella 
« piccola parte anisotropa » di questi moduli. Questi termini cor- 


1) Cosî nel cristallo cubico «debolmente anisotropo » Axxxx — Aexyy T 
— 2Axyxy deve essere piccolo. 
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rettivi risultano indipendenti dalla forma dei cristalliti e dalla 
correlazione delle loro orientazioni e possono essere calcolati nella 
forma generale!). 

Trattiamo da ultimo la dilatazione termica dei cristalli. Nei 
corpi isotropi questa è uguale in tutte le direzioni, talché il tensore 
di deformazione si scrive, nel caso di deformazione termica libera, 


1 
Unn= 5 @(T-To) dn 


(cfr. $ 6), con a coefficiente di dilatazione termica, Nel caso dei 
cristalli si avrà 


un= (T_T), (10,40) 


in essendo un tensore del secondo ordine, simmetrico rispetto agli 
indici i, X. Determiniamo il numero delle componenti indipendenti 
nei cristalli delle diverse classi. A tal fine conviene partire dal fatto, 
noto in algebra tensoriale, che ad ogni tensore simmetrico si può 
far corrispondere un ellissoide (di equazione a;xz;x, = 1). Da con- 
siderazioni di simmetria discende che questo ellissoide ha, in gene- 
rale, tre assi (le lunghezze dei tre assi sono differenti) per le sim- 
metrie tricline, monocline e ortorombiche. Per le simmetrie tetra- 
gonale, romboedrica e esagonale, questo ellissoide deve essere di 
rivoluzione (avente come asse quello di simmetria di C,, Cg 0 Cg). 
Infine l’ellissoide degenera in una sfera nel caso della simmetria 
cubica. Nei tre casi considerati, gli ellissoidi sono rispettivamente 
definiti da tre parametri (i 3 assi), da due e da uno (il raggio). In 
tal modo il numero delle componenti indipendenti del tensore @;, 
nei cristalli di differente simmetria è 


triclino, monoclino, ortorombico . ............ 3 
tetragonale, romboedrico, esagonale . . ......... : 2 
cubico ...... Du E I E 1 


I cristalli dei primi tre sistemi sono detti biassiali, quelli degli 
altri tre successivi monoassiali. Osserviamo che la dilatazione ter- 
mica dei cristalli del sistema cubico è definita da un solo parametro, 
cioè per questo aspetto essi sono isotropi. 


PROBLEMA 


Determinare il legame tra il modulo di trazione di un cristallo cubico e la 
direzione. 

Soluzione. Riferiamo il sistema di coordinate ai tre assi del quarto ordine 
del cristallo cubico. Supponiamo l’asse della sbarra intagliata nel cristallo 
diretta lungo il vettore unitario n. Il tensore degli sforzi 0;, nella sbarra tesa 
deve soddisfare le seguenti condizioni: moltiplicato per n; deve fornire la forza 
di trazione lungo n (condizioni sulle basi della sbarra); moltiplicato per un vet- 


1) I. M. Lif$its, L. N. Rosentsveig, ZETF 16, 967 (1946). 
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tore perpendicolare ad n deve annullarsi (condizione sulla superficie laterale 
della sbarra). Un tale tensore si scrive nella forma 0;, = pr;na, p essendo la 
forza di trazione che si esercita sull’unità di superficie della base. Calcolando 
le componenti di 0; per mezzo dell'espressione (10,9) dell’energia libera!) 
e confrontandole con 0; = prjny, si ottengono le componenti del tensore di 
deformazione 


(c1+-2€,) nz €, Ney 
UL = DD LLLI dI Un, = 
ii (ci —-ca)(c1+2c,) * SITE 2cg 


e analogamente per le restanti u;p; si sono adottate le notazioni Z,..xx = Cw» 
A xx yy = Co; hxyxy = lg. 


L’allungamento longitudinale relativo è u = area , dl' essendo definito 
dalla (1,2) e Si n;. Di qui, per piccole deformazioni, si ha u = u;n;np. 


Il modulo di Young è definito come il coefficiente di proporzionalità tra p ed u 
nella relazione p = Eu e vale 


1 = cite 1 2 

" crsttontia-zt) (ning tnini+njnz). 

E assume valori estremi lungo gli spigoli (assi delle coordinate) e lungo le dia- 
gonali maggiori del cubo. 


1) Calcolando 0;x bisogna osservare che se si eseguono i calcoli non 
direttamente, dalle 0;x="A;k}m%m, ma derivando l’espressione esplicita dell’ener- 
gia libera rispetto alle componenti u;r, le derivate rispetto ai termini ik, 
î # k, danno il doppio dei corrispondenti valori c;jg. Ciò deriva dal fatto 


che i termini 0;j7= Co sono i coefficienti nella forma differenziale dF= 


= 04h duin © i termini proporzionali a dusz, differenziali delle componenti 
del tensore simmetrico via, i ## 4, figurano due volte nella somma 0; dui. 


Capitolo II 


EQUILIBRIO DI SBARRE E LAMINE 


$ 11. Energia di flessione di una lamina 


In questo capitolo studieremo alcuni casi particolari dell’equi- 
librio dei corpi deformati, iniziando con l’esame delle deformazioni 
delle lamine sottili. Col termine « lamina sottile », intendiamo rife- 
rirci a corpi in cui lo spessore è trascurabile rispetto alle altre due 
dimensioni. Le deformazioni continuano ad essere supposte piccole, 
nel senso che i punti della lamina variano di poco rispetto allo 
spessore. 

Le equazioni generali dell’equilibrio applicate alle lamine sottili 
si semplificano considerevolmente. Tuttavia, piuttosto che operare 
in questo senso, cioè dedurre tali equazioni a partire dal caso gene- 
rale, si preferisce calcolare direttamente l'energia libera della lamina 
flessa e quindi la variazione di detta energia. 

Quando una lamina si flette, al suo interno si sviluppano in 
certi punti delle tensioni, in altri delle compressioni. Evidente- 
mente c'è tensione nella parte convessa, e via via che si penetra 
nell'interno questa tensione diminuisce progressivamente per annul- 
larsi e dare quindi luogo ad una compressione che va aumentando 
negli strati successivi. In questo modo, si ha entro la lamina una 
superficie neutra, su cui la tensione è nulla, le deformazioni dall'altra 
parte di questa superficie sono di segno opposto. È evidente che tale 
superficie è il luogo mediano dello spessore della lamina. 

Scegliamo un sistema di coordinate con origine in un punto 
qualunque sulla superficie neutra, asse z normale a tale superficie; 
il piano x, y coincide con il piano non deformato della lamina. 
Indichiamo con % lo spostamento verticale dei punti della superficie 
neutra, cioè la loro coordinata z (fig. 2). Per quel che concerne le 
componenti dello spostamento di questi punti sul piano 7, y, queste 
sono infinitesimi di ordine superiore a È, e saranno trascurati. Il 
vettore spostamento dei punti della superficie neutra è dunque 


uS=u=0, ut). (11,1) 


Per procedere oltre, occorre rilevare un fatto a proposito degli 
sforzi in una lamina deformata. Dacché la lamina è sottile, per cur- 
varla basterà applicare alla sua superficie forze relativamente deboli. 
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Queste saranno certamente più deboli degli sforzi che insorgono 
nella lamina a seguito delle tensioni e delle compressioni; di conse- 
guenza si potranno trascurare le forze P; nelle condizioni ai limiti 


Fig. 2 


(2,8) e quindi porre ivi 0; = 0. Poiché la lamina è curvata di 
poco, si può assumere la normale diretta lungo l’asse z. Allora sulle 
due superfici della lamina si ha 


O x2 == 0 yz = 0,7 = 0. 


Ma la lamina è sottile, quindi l’annullarsi di queste quantità sulle 

due facce comporta che nell'interno esse siano piccole. Cioè 6,,, 

Cz, T,z sono piccole ovunque rispetto alle rimanenti componenti 

del tensore degli sforzi. Ponendole uguali a zero, si possono deter- 

minare di conseguenza le componenti del tensore di deformazione. 
In virti delle formule generali (5,13) 


E 
Cn=gpg tan Sa" Tpg ln 


E (11,2) 
0:= +9 i20) 109) Va +0 (Var + up). 
Annullando queste espressioni, si ha 
"du du, du, du O 
ade da dg a 179 (set) 


Nelle prime due equazioni si potrà, con sufficiente precisione, so- 
stituire u, con G (x, Y); quindi, 


‘gun _ QU, sE ria 
dz dx? dz dy *? 
e pertanto 
o 06 
U,x= — Gr 27 py® (11,3) 


Le costanti di integrazione sono assunte nulle purché sia u, = 
= uy=0perz=0. Note u,, uy, restano determinate le componenti 
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del tensore di deformazione: 


ita 8% 8% 
Una = TE Gar» Uyy TT gg» bay = TG 9! 
(11,4) 
0 0% 02% lo) 
Uxg =Uyz=V, u:=2(53 rt) 1-6 * 


Utilizzando la formula generale (5,10), possiamo calcolare l'enere 
gia libera / dell’unità di volume della lamina. Con un calcolo sem- 
plice, si ottiene 


= (negato) + 
+ AGI (11,5) 


L'energia libera totale della lamina si ottiene integrando questa 
espressione su tutto il volume. Si integra su z tra —k/2 e 4/2, kh 
essendo lo spessore, e su 7 e y sulla superficie. Si trova cosi l’ener- 


gia libera totale o = F dV della lamina deformata: 


Ftot = DA DA e 03) | | {( (3 + Ti V+ 


+2(1-0)[ (2 \V- Le Te |} da dy (11,6) 


(essendo la deformazione piccola, si assume per elemento di super- 
ficie, con sufficiente precisione, dz dy). 

Ottenuta l'espressione dell'energia libera, si potrà prescindere 
dallo spessore della lamina considerandola come superficie geo- 
metrica, poiché interessa qui la forma che essa assume sotto l’azione 
di forze esterne e non la distribuzione delle deformazioni nella lami- 
na; allora % starà ad indicare semplicemente lo spostamento dei 
punti della lamina assimilata ad una superficie geometrica. 


$ 12. Equazione d’equilibrio di una lamina 


Dedurremo l'equazione dell’equilibrio di una lamina imponendo 
una condizione di minimo dell’ energia libera. Calcoleremo a tale 
scopo la variazione dell’espressione (11.6). 

Scomponiamo l’ integrale che figura nella (11,6) nella somma di 
due integrali, di cui effettueremo separatamente le variazioni. Il 
primo integrale può scriversi 


{ (40)? di, 
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df=dx dy essendo Îl’elemento di superficie e A= E + i 
(come nei $$ 12, 13, 14) l’operatore di Laplace bidimensionale. Va- 
riando questa espressione si ha 


53 | (Atyaf= | AtAstdf= { At div grad ètdf=. 
= | div (Atw8%) dj— | VStwAL di. 


Tutte le variazioni si effettuano nel sistema di coordinate piano z, y. 
Il primo integrale si trasforma in un integrale sul contorno chiusoy 
frontiera della lamina!): 


| div (AtV80) df= $ At (ngrad 80) di= $ ALTE dl, 


0, ì 
ove — è la derivata lungo la normale esterna al contorno. 


Con la stessa trasformazione il secondo integrale può scriversi 


| VOLvat di = { V (SEVAL) di — (srA% df= 


= È 8 (mv) Atdl— | StA-taf=@ de Te di— { BtA-tdf. 


In definitiva si ha 
53 | (At) df= { STA" dj— © 8% Shi ql4 È ASS dl. (12,1) 


La variazione sul secondo integrale è più laboriosa e conviene 
operare con le componenti piuttosto che in forma vettoriale. Si ha 


{E - 


dr dy dx% dy? 
__ { g_9L_ 990 9° 9985 996 9% df 
da dr dy dz dyY 0x* 043 0x3 dy° ° 


L'espressione sotto il segno di integrale può scriversi 


9 (98 6% a8t at\ | 9 (98 0% d6l 97 


57 ( dy 9594 dr +7 ( dx dY dY 2), 


1) La formula di trasformazione degli integrali bidimensionali è sotto ogni 
aspetto l'analoga di quella tridimensionale. Il ruolo dell'elemento di volume 
dV spetta all'elemento di SUBericie df (considerato come scalare) e l'elemento di 
superficie df è sostituito dall’elemento di lunghezza dl moltiplicato per la nor- 
male esterna al contorno. Si passa dall’integrale su df all’integrale su dI sosti- 


tuendo df 2 con n; dl. Cosi se p è uno scalare si ha 


(vo ife Ù qu di. 
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cioè come la divergenza bidimensionale di un vettore. Si può cos 
riscrivere la variazione come un integrale sul contorno 


$ { {( aa VT dj= © dIsen8 x 


0% dòL 0% nf{966 0% 6 0°L 
x{i° da ded 3-7 13) +9 dicoso{ EP PS A 


(12, 


avendo indicato con 0 l'angolo tra l'asse 7 e la normale n al coi 
torno (fig. 3). 


Fig. 3 


Esprimiamo le derivate di 85 rispetto a x e y in funzione dell 
derivate nella direzione normale n e nella direzione tangente 1 al 
contorno, secondo le formule 


i, d d 
da 099 0-— —sen@ di? 


d 
En — =sen0— - + cos . 
Gli integrali nella (12,2) assumono la forma 


5 | fl. }df= qa 9% {2 sen 9 cos6 2 


— sen? 9-26 co s2 0 17}+9a 5 CASEY, 


Di 


X { sen 6 cos 6 | o_o I 2) + (cos? 6 — 


Il secondo integrale può essere calcolato per parti. Poiché è preso 
su un contorno chiuso, i limiti di integrazione coincidono e si ha 


— $ 4188-77 {sen 0 cos 0 (F- 2% ) + (cos? @— sen? 6) Ax Do), 
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Raccogliendo le espressioni ottenute e moltiplicandole per ìi 
coefficienti che appaiono nella (11,6), otteniamo infine per la varia- 
zione dell’energia n 


BF 100=37A— Tia f | Asd dor d[ LE + 


+(1-0)-$- (sen @ cos 6 (TE E) 4 (cos 0— sen?0) _£ dx ÒY e) ]+ 


dy? 
+94 dl |At+(1—0)(25en8cos9 b__ 
— Sen? 0-2£ _ cos? 654) ]}. (12,3) 


Per dedurre l'equazione dell'equilibrio della lamina occorre 
annullare la somma di 6F e 67, variazione dell’energia potenziale 
della lamina dovuta all’azione delle forze esterne che agiscono sulla 
lamina. Quest'ultima variazione è uguale (a parte il segno) al lavoro 
fatto dalle forze esterne che spostano la lamina. Sia P la forza esterna 
che agisce sulla lamina, rapportata all’unità d’area!) e diretta lungo 
la normale alla superficie; il lavoro compiuto in uno spostamento è 


| P$t df. 


La condizione (necessaria) per il minimo dell'energia libera 
totale è 


BFro— | P8 dj=0. (12,4) 


A primo membro figurano sia integrali di superficie che di linea, 
L’integrale di superficie è 


) rana dt? } 604. 


La variazione è è arbitraria, quindi l'integrale si annulla se si 
annulla il coefficiente di $%, cioè 
2h (42,5) 
12 (1-02) ù Sa 
Abbiamo cosi finalmente scritto l’equazione dell'equilibrio di 
una lamina deformata sotto l’azione di forze esterne?). 


1) La forza P può essere qui risultato dell’azione delle forze vurumetriche 
(ad esempio, della forza di gravità) e uguale all'integrale dell’ultima lamina, 
in base allo spessore. 

2) Il coefficiente 

Eh 
12(1— 03) 
è detto rigidità della lamina flessa. 


D= 
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Le condizioni ai limiti si ottengono annullando gli integrali di 
linea nella (12,3). Debbono essere esaminati diversi casi particolari. 
Supponiamo che una parte del bordo della lamina sia libera, cioè 


E - 
non sollecitata da forze esterne. Allora le variazioni è& e $ & su 


questa parte sono arbitrarie e quindi i coefficienti di questa varia- 
zione debbono annullarsi. Ne discendono 


0 A d E}. 02 
a Do +(1—-0)+7 cos@sen 0(33— i) L 
OY __ 
+ (sen?9 — cos? 9) 2. }=0, (12,6) 
At4+(1—-0) {2sen 0cos0 a — sen? 0 a” — cos? 0 Set 20, 


(12,7) 


equazioni che debbono essere soddisfatte sulla frontiera libera della 
lamina. 

Le condizioni al contorno (12,6) e (12,7) sono molto complesse 
ed il problema diventa assai più semplice quando i bordi della lamina 
sono incastrati o poggiati. Nel primo caso (fig. 4, a) i bordi non pos- 


vZR= 
ZZNN 


Fig. 4 


sono spostarsi verticalmente e anche la loro direzione non può 
variare. Poiché l’angolo di cui ruota una data parte del bordo della 
lamina, rispetto alla sua posizione iniziale, è (per È piccoli) dato 
da co , ne consegue che le variazioni di 67 e è ce sono nulle sui bordi 
incastrati della lamina e quindi gli integrali di contorno nella (12,3) 
si annullano ivi identicamente. Le condizioni al contorno assumono 
la forma semplice 
e, 

g=0, o, (12,8) 
La prima esprime appunto la condizione che il bordo della lamina 
non subisca spostamenti verticali nella deformazione, la seconda 
che la direzione del bordo resti orizzontale. 
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E facile determinare le forze di reazione con cui i punti d'appoggio 
agiscono sulla lamina. Queste sono uguali ed opposte alle forze con 
cui la lamina agisce sull’appoggio. Ora, è noto dalla meccanica che 
la forza che agisce in una certa direzione è data dalla derivata del- 
l'energia rispetto alla coordinata corrispondente. In particolare, 
la forza con cui la lamina agisce sull'appoggio è definita dalla deri- 
vata dell'energia rispetto allo spostamento & del bordo della lamina, 
presa col segno meno, e quindi la forza opposta di reazione è uguale 
a detta derivata, presa col segno più. Ma questa derivata altro non 
è se non il coefficiente di $$ nel secondo integrale della (12,3). Quindi 
la forza di reazione, per unità di lunghezza del contorno, è uguale 
all'espressione che figura a primo membro della (12,6) (che ovvia- 

| x ‘ PI Eh3 
mente ora è diversa da zero) moltiplicata per i-08) Ana- 
logamente, il momento delle forze di reazione è definito dall’espres- 
sione a primo membro nella (12,7), moltiplicata per lo stesso fattore. 
Ciò discende dal fatto, ben noto in meccanica, che il momento di 
una forza si ottiene derivando l'energia rispetto all'angolo di rota- 
zione del corpo. L'angolo di rotazione del bordo della lamina è 


uguale a 5 , quindi il momento delle forze corrispondente è dato 


dal coefficiente di 6 e nel terzo integrale della (12,3). In virtù 
delle (12,8) queste due espressioni (della forza e del momento) si 
semplificano considerevolmente. Poiché © e do sono nulle identica- 
mente sul contorno della lamina, si annullano identicamente anche 
le loro derivate (di ogni ordine) lungo la direzione 1. Tenendo in con- 
to questo risultato, e passando nelle (12,6), (12,7) dalle derivate ri- 


spetto a x e y alle derivate rispetto a n e I, si ottiene per la forza f 
ed il momento M della reazione 


_ Eh? 0, dd 9% 
"eda 12(1—0%) | dn* ai on? | î (12,9) 
___E® 9% 
M= Ti e: eta 


Un altro caso importante è quello della lamina poggiata (fig. 4, bd), 
1 cui bordi sono semplicemente posati su un supporto immobile 
senza esservi fissati. In questo caso lo spostamento verticale è nullo, 
come nel caso precedente, sul contorno della lamina (cioè sulla curva 
in cui avviene il contatto con l'appoggio), ma la direzione può 
variare. Ne consegue nell’integrale di linea (12,3) 


ò0=0, 
ma 
088 
ne 


d=0630 
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e sussiste soltanto la seconda delle condizioni (12,6), (12,7). Quanto 
al primo membro della (412,6), questo fornisce come prima la forza 
di reazione nei punti di appoggio della lamina (per quanto concerne 
il momento, in questo caso è nullo). La condizione al contorno (412,7) 
si semplifica se si passa alle derivate direzionali lungo l ed n e se 
si osserva che & = 0 sul contorno della lamina implica che ivi si 


ce È 


annullano le derivate co e . Infine le condizioni al contorno si 


012 
esprimono nel seguente modo: 
_ 4% dd dt _ 
C= 0, Ga 10 na (12,11) 


PROBLEMI 


4. Determinare la deformazione di una lamina circolare (di raggio A) con 
î bordi incastrati, disposta orizzontalmente nel campo di gravità. 

Soluzione. Prendiamo coordinate polari, con polo nel centro della lamina. 
La forza agente sull’unità di superficie è P = phg. L'equazione (12,5) diviene 


n= 648, p= PE A2ol) 


(le % positive corrispondono a spostamenti lungo la forza di gravità). Poiché % 
d 


dipende solo da r, per A in coordinate polari si ha A -14(È : 


r dr 
L'integrale generale di tale equazione è 


t=pr4+ar3+b+cr?1n +4 In 7: 


Nel nostro caso si deve porre d=0, perché In 5 diverge per r = 0; nello stesso 


modo c = 0, perché porta ad una singolarità per AZ inr= 0 iena situazione 
viene a corrispondere ad una forza applicata nel centro della lamina, vedi pro- 
blema 3). Le costanti a e è sono determinate dalle condizioni ai limiti {= 0 


ex 0 per r= R. Si ha infine 
t= B(R°_-r3)?. 


2. Stesso problema per la lamina poggiata. 
Soluzione. Le condizioni ai limiti (12,11) diventano nel caso di una lamina 
circolare 
sc, e, 0 de. 
6=0, Fa Lt ian 


Procedendo come nel problema 1, si ha 


t(=pamn) (pn). 


3. Determinare la deformazione di una lamina circolare, incastrata ai 
bordi, con applicata al centro una forza f. 
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Soluzione. Esclusa l'origine, si ha nel resto della lamina A2% = 0 che inte- 
grata dà © 
t=art+b+ertln 7 
(anche qui d = 0). La forza totale agente sulla lamina è data dalla forza f, 


applicata nel centro; allora l'integrale di A°% sulla superficie della lamina deve 
dare 


R 
2n | FAX ar= UTO) f. 
0 
Ne segue: 
e 3(1- 02) f 
21h3E 
Le costanti a e d sono fissate dalle condizioni al contorno. In definitiva si ha 


— (72 


4. La stessa cosa, ma con lamina poggiata. 
Soluzione. 


petto) PS (R°-19)—2581n 21. 


5. Determinare la deformazione di una lamina circolare sospesa nel centro, 
nel campo di gravità. 

Soluzione. L'equazione di % e la soluzione generale sono quelle del proble- 
ma 4. Poiché {= 0, allora c = 0. Le costanti a e è si deducono dalle condizioni 
al contorno (12,6) e (12,7), che nel caso di simmetria sferica si scrivono 


dAt_d (db, 1 dié\_ d°6 na 
dr =->(F a) =® get ge 


Si ha infine 


R 3+0 
PERE 2 2 2 Rs 2 
t=fr [? +8R%ln — 427 ro]. 

6. Uno strato sottile (di spessore 4) viene staccato da un corpo sotto l’azio- 
ne di forze esterne che si esercitano in opposizione alle forze di tensione super- 
ficiale sulla superficie di distacco. L'equilibrio si stabilisce, per forze esterne 
date, in corrispondenza ad un certo valore della superficie di distacco e ad una 
certa forma della lamina distaccata (fig. 5). Dedurre la formula che lega la 
grandezza della tensione superficiale alla forma della lamina distaccata!). 

Soluzione. Consideriamo lo strato distaccato come una lamina avente un 
bordo (la linea di distacco) incastrato. Il momento di flessione che agisce su 
tale bordo è assegnato dalla (12,10). Il lavoro che questo momento compie quando 
il dominio di distacco si allunga di éx è 

06t 05 


Mr Mb 


1) Questo problema è stato considerato da /.V. Obreimov (1930) in connes- 
sione col suo metodo di misurazione del coefficiente di tensione superficiale 
della mica; le misure da lui eseguite con questo metodo furono le prime 
misurv dirette della tensione superficiale dei corpi solidi. 


bd 
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(per quanto riguarda la forza di flessione Y è un infinitesimo del secondo ordi- 
ne). La condizione di equilibrio è data dall'uguaglianza di tale lavoro con la 
variazione di energia superficiale, 2a dr ove a è la tensione superficiale ed il 


I 


Fig. 5 


fattore 2 tiene conto dell’apparizione di due superfici libere a seguito del distac- 
co. Si ha cosf 


Eh3 | 6% » 


*=aA(A-03) \dr3 


$ 13. Deformazione longitudinale delle lamine 


È questo un tipo particolare di deformazione delle lamine sot- 
tili che si realizza nello stesso piano della lamina, senza che vi sia 
flessione. Ricaviamo le equazioni dell’equilibrio che descrivono tali 
deformazioni. 

Se la lamina è sufficientemente sottile potrà essere considerata 
omogenea in tutto lo spessore. Allora il tensore di deformazione 
dipende solo da x e y (7, y piano della lamina) e non da z. Le defor- 
mazioni longitudinali di una lamina sono abitualmente dovute a 
forze applicate ai bordi, ovvero anche a forze di volume che agiscono 
nel piano della lamina. Le condizioni al contorno sulle due facce 
della lamina si scrivono allora nella forma 0; = 0, ovvero, essen- 
do la normale diretta lungo z, 0;, = 0, cioè 


Oz = 0yz = 0x7= 0. 


Osserviamo che nell’ambito della trattazione approssimata che ci 
apprestiamo a svolgere, queste condizioni restano valide anche quan- 
do le forze di trazione esterne sono applicate direttamente alla 
superficie della lamina, poiché queste forze saranno comunque pic- 
cole rispetto agli sforzi interni longitudinali che si sviluppano nella 
lamina (0xx, 0yy) Txy)- Essendo nulle sulla frontiera, le quantità 
Cxz3 Cyzr 07, SONO piccole su tutto lo strato della lamina, di piccolo 
spessore, pertanto le potremo considerare nulle su tutto il volume. 
Ponendo uguali a zero le espressioni (11,2), si ha 


U,,= — TI (Use t Uyy)» Uxg = Uyz = 0. (13,1) 
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Facendo uso nelle formule generali (5,13) di quanto scritto sopra, 
si ottengono per le componenti non nulle del tensore degli sforzi 
le seguenti espressioni: 


E 
Oxx = 10% (Uxx t GU,)), 
E 
Oy 10% (Uyy + OU xx), (13,2) 


_E 
Oxy Fa 1+0 Uxy» 
Osserviamo che con la sostituzione 


sal 0-+ 


1— 02? (13,3) 
si riportano queste espressioni alle formule che forniscono il legame 
tra gli sforzi 0xx, 0xy; Cyy e le deformazioni Uxx, Uyy Uzz, nelle defor- 
mazioni piane (formule (5,13) con u,,=0 

Avendo eliminato lo spostamento u,, si può considerare la lamina 
come un mezzo bidimensionale (« piano elastico ») senza spessore 
e trattare il vettore deformazione u come un vettore bidimensionale 
con componenti v, e u,. Se P, e P,, sono le componenti della forza 
di volume esterna per unità di superficie della lamina, le equazioni 
generali dell'equilibrio si scrivono 


(+ tro (+0 


1-0 


Facendo uso delle (13,2), si ha 


1 6%, 1 68% i d?uy DA 
EL Gs dr? x 2(1+0) dy? + 2(1—-0) gras | +Pa=0 
i ‘0% 1 d%u 4 0°u (395) 
Oy y = da 
Ela dy? nn 2(1+0) dr? La 2(1-0) a | +Py=0. 
Usando il formalismo vettoriale, possiamo riscrivere 
grad divu— el rot rotu= —P io (13,5) 


Ovviamente si intende che tutte le operazioni debbono eseguirsi nello 
spazio bidimensionale. Se sono assenti forze di volume, l'equazione 
dell'equilibrio diviene 

grad div u — 13° rot rotu=0. (13,6) 
Questa equazione differisce solo per il coefficiente (secondo le (13,3)) 
dall’equazione dell'equilibrio per una deformazione piana di un 
corpo indefinitamente esteso lungo z ($ 7)!). Come per la deformazione 


1) Si denomina come stato di sforzo piano una deformazione omogenea lungo 
l'asse z, soddisfacente alle 0,y = 0,y = 0, = 0, in tutto il corpo, per distin- 
guerla da una deformazione piana per cui, in tutto il corpo, si ha u,y = u,y = 
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piana, introduciamo anche qui la « funzione degli sforzi », definita 
per il tramite di 


0% 0°X 
xx 72 Oy Troy UU 


0 
ar di, (13,7) 


Restano allora soddisfatte le equazioni di equilibrio riscritte nella 
forma 


00xx d0xy 
dx dY =0, dx + dy =0. 


La funzione degli sforzi soddisfa ancora l’equazione biarmonica 
perché per Ay si ha 


Ay= xx + 0yy = i (va + n) = div u, 
che differisce solo per un fattore da quella della deformazione piana. 
Osserviamo che la distribuzione degli sforzi in una lamina defor- 
mata da forze date applicate ai bordi non dipende dalle costanti 
elastiche della sostanza costituente la lamina. Infatti queste co- 
stanti non figurano nell’equazione biarmonica soddisfatta dalla 
funzione degli sforzi, né nelle (13,7), che definiscono 0; tramite 
questa funzione (di conseguenza, non figurano nemmeno nelle con- 
dizioni al contorno, sui bordi della lamina). 


PROBLEMI 


1. Determinare la deformazione di un disco piano che ruota uniformemente 
attorno all'asse normale passante per il centro. 

Soluzione. La soluzione differisce solo per i coefficienti da quella della de- 
formazione piana del cilindro ruotante del problema 5 del $ 7. Lo spostamento 
radiale u, = u (r) è dato da 


_pQ2(1—0?)_ /3+0 
urge E (O R*_r2) è 


Operando la sostituzione (13,3), questa espressione è ricondotta a quella otte- 
nuta nel problema 5, $ 7. 

2. Determinare la deformazione di una lamina seminfinita, con bordo 
rettilineo, sotto l’azione di una forza concentrata applicata in un punto del 
bordo e agente nel piano della lamina. 

Soluzione. Introduciamo coordinate polari: l'angolo q è contato a partire dal- 


® ° . Li LI) . e IT ST 
la direzione in cui si esplica la forza e varia tra — DI +a}|e 7A essendo 


l'angolo tra la direzione della forza e la normale al bordo della lamina (fig. 6). 
In tutti i punti della frontiera libera, salvo il punto di applicazione della forza 
esterna (origine delle coordinate), si deve avere ovo = rp = 0. Utilizzando 
le espressioni di gg € 079 dedotte nel problema 11, $ 7, si trova che a tal fine 
occorre che la funzione degli sforzi soddisfi le 


di 1 __ N 
Fr 9981 peule ami a Per Qt gi 
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Queste due condizioni sono soddisfatte per % = rf (g). Con una tale funzione 
l'equazione biarmonica 


1 d d 03 72 
[7a (ae) ta] 10 
dà per f (@) soluzioni del tipo sen g, cos @, p sen 9, gp cos q. Le prime due sono 
da respingere perché danno sforzi identicamente nulli. La soluzione che fornisce 


il giusto valore della forza applicata nell'origine delle coordinate è 


IT È 


Or = — — Cm= Von =0 
rr Ti ro? ro PP 


(F è la forza per unità di spessore della lamina). In effetti, proiettando le forze 
degli sforzi interni sulle direzioni parallele e perpendicolari ad F e integrando 
su una piccola semicirconferenza incentrata nell'origine (dopodiché si manderà 
il raggio a zero), si ottiene 


{ Gr Cosprdp=—F, 


\ Orr SEN P r dp =0, 


che sono proprio i valori compensati dalla forza esterna applicata nell’origine. 
Le formule (1) determinano la distribuzione degli sforzi. Questa è pura- 
mente radiale: una forza di compressione radiale agisce su ogni elemento norma- 
le al raggio. Le curve di livello degli sforzi sono circonferenze r = d cos p 
passanti per l'origine e con centro sul supporto di F (fig. 6). 
Componenti del tersore di deformazione 


Orr o) 
Urr=TE%5 s Ugo= E om Upg=0. 


Si può di qui ricavare per integrazione, ricorrendo alle (1,8), il vettore sposta- 
‘mento 


20 1-0) F 
o = E #94 7 n sen + TE (6190.0089) 
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Le costanti di integrazione sono state scelte in modo da escludere sposta- 

menti d’insieme della lamina (rotazione o traslazione); a tal fine si suppone 

200 un punto, scelto convenzionalmente sul supporto di F, alla distanza a dal- 
origine. 

La soluzione dedotta permette di costruire la soluzione nel caso di una 
distribuzione arbitraria di forze, sul bordo della lamina ($ 8), ma ovviamente 
non è valida nell’intorno dell’origine. 

3. Determinare la deformazione di una lamina cuneiforme (di apertura 2a), 
infinitamente estesa, sotto l’azione di una forza applicata nel suo vertice. 

Soluzione. La distribuzione degli sforzi è assegnata dalle formule che abbia- 
mo dedotto nel problema precedente, a meno di un fattore. Pit precisamente 


Fig. 7 Fig. 8 


distinguiamo due casi: il primo si ha per una forza che agisce lungo la linea di 
simmetria del cono (forza F; nella fig. 7). Allora 


si F, cos q 
rr TTra+ '/5en2a) * 


Nel secondo caso, per una forza agente in direzione perpendicolare (forza F, 
nella fig. 7), si ha 


Org = oo) == 0. 


_ Fy c0359 
an r(a — 1/2, 5en 20) * 


In entrambi i casi l'angolo @ è contato a partire dalla linea di supporto della 
forza. l | 
4. Determinare la deformazione di un disco circolare (di raggio R) com- 
presso da due forze Fk di uguale intensità e diametralmente opposte (fig. 8). 
Soluzione. La soluzione è data dalla sovrapposizione di tre distribuzioni 
degli sforzi interni. I primi due sono 


(1) 2F COS Pi 1) gl) —-0 
Ori ù Ori: — PEIPI — 7 
11 IT ri ì 
2F cos 
gl ira 0°) — 02 = 


rara TT ro a r202 Paz 
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ove ri € ;, 7, € <a sono le coordinate polari di un punto arbitrario P, di poli A 
e B (sono gli sforzi che proverrebbero da una forza normale F applicata in un 
punto della frontiera del semipiano del problema 2). La terza distribuzione 


F 
(3) —_ 
cir 


è una trazione uniforme d’intensità determinata. In effetti, se il punto P si 
trova sulla frontiera del disco, si ha r;j = 2 cos @;, ra = 2A cos p,, e quindi 


F 


Di ati - 
Orir, = rara > — 1aR 

Le direzioni r, e r, in questo punto sono perpendicolari, JUBIC: ì primi due 
sistemi di sforzi provocano sul bordo una compressione uniforme; queste forze 
sono csattamente compensate dalla trazione uniforme del terzo sistema, in modo 
tale che il bordo del disco è, come deve essere, libero da ogni sforzo. 

5. Determinare la distribuzione degli sforzi in una lamina infinita con 
un foro circolare (di raggio R), sottoposta ad una trazione uniforme. 

Soluzione. Nel caso di una lamina senza buchi, sottoposta ad una trazione 
uniforme, si ha 092 = 7, 010 = 050) = 0, ove 7 è la forza di trazione. Cor- 


rispondentemente la funzione degli sforzi è 
T T 1 
O—- — y2=-_ riseno=-—— Tr (1- . 
y 5 Y 3 7° sen'Q=7 Tr® (1 — cos 29) 


In presenza di un foro circolare (con centro nell’origine delle coordinate r, ®), 
cercheremo la funzione degli sforzi nella forma 


= O + x, yxM=f(7) + £ (r) cos 29. 
L’integrale indipendente da q dell'equazione biarmonica ha la forma 
f(r) = arlnr+dèr?+clnr, 


e nell’integrale proporzionale a cos 2g, si ha 
F(r)=dr2+-ert+ 4. 


Le costanti sono determinate dalle condizioni oi = 0 per r = co, e 0,, = 
= 0g = 0 perr= AR. Si ha così 
2 2 
= |- in r+ (1-53) 008 29 | 
con una distribuzione degli sforzi 


on (1-2) {14 (1-3 )cnn], 


r? 


T R° 3R4 
og0=5 |1+--(1+ a ) cos29 |, 
T 2R? SR4 
or9=— |1+5-— 3 |sen2o. 


In particolare sulla frontiera del foro ogg = 7 (1 — 2 cos 29), e perp = 
= + 5 si ha 099 = 37, che mostra come questo sforzo sia tre volte più grande 


di quello che si esercita all’infinito (cfr. problema 12 del $ 7). 
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$ 14. Flessione forte di una lamina 


La teoria della flessione delle lamine sottili, esposta nei $$ 11, 
12 e 13, si applica soltanto a flessioni abbastanza deboli. Antici- 
pando, indichiamo che la condizione di applicabilità di questa teoria 
è che lo spostamento & sia piccolo confrontato con lo spessore % 
della lamina. Ci proponiamo ora di dedurre le equazioni dell’equi- 
librio di una lamina fortemente curvata. Lo spostamento cioè non 
viene più considerato piccolo rispetto ad A. Peraltro, sottolineiamo 
che la deformazione deve essere ancora piccola nel senso che il rela- 
tivo tensore deve essere piccolo. Questo in pratica si traduce nella 
condizione € « I, cioè lo spostamento di flessione deve essere pic- 
colo rispetto alla dimensione / della lamina. 

La flessione della lamina è di solito accompagnata da varia- 
zioni di lunghezza!). Se la flessione è debole questo allungamento 
può essere trascurato, non altrettanto si può fare nel caso di fles- 
sione forte; così è evidente che in tali circostanze non esiste alcuna 
« superficie neutra ». L’allungamento di flessione è una peculiarità 
delle lamine che si distinguono in questo dalle sbarre sottili, che 
possono essere curvate fortemente senza variazione di lunghezza. 
Questa proprietà delle lamine è di natura puramente geometrica. 
Consideriamo ad esempio una lamina piana circolare deformata in 
calotta sferica. Se la deformazione non modifica la lunghezza della 
circonferenza, deve allungarsi il diametro; se resta invariato il 
diametro, la circonferenza si contrae. 

L’energia (11,6) calcolata nel $ 141, che converremo chiamare 
energia di flessione pura, rappresenta quella parte di energia dovuta 
alla non uniformità della trazione e della compressione nello spes- 
sore della lamina, in assenza di variazione della lunghezza. L'energia 
totale risulta dalla somma di questa energia e di quella che deriva 
dall'allungamento, che sarà denominata energia di allungamento. 

Le deformazioni di flessione pura e di trazione pura sono state 
considerate nei $$ 11, 12, 13, e potremo quindi utilizzare diretta- 
mente quei risultati. Inoltre non abbiamo bisogno di esaminare la 
struttura della lamina relativamente al suo spessore, pertanto l’assi- 
mileremo ad una superficie bidimensionale senza spessore. 

Determiniamo preliminarmente il tensore di deformazione ricer- 
cando la trazione della lamina (considerata come una superficie) 
sottoposta simultaneamente ad una flessione e ad una trazione nel 
suo piano. Sia u il vettore spostamento bidimensionale (di compo- 
nenti u, e u,) corrispondente ad una trazione pura; $ continua a desi- 
gnare lo spostamento trasversale di flessione. Allora l'elemento di 
lunghezza della lamina non deformata dl? = dx? | dy* diviene 
a seguito della deformazione 


dl’? = (dx + du)” + (dy + du,)? + dl. 


1) Fa eccezione ad esempio la deformazione cilindrica di una lamina piana. 
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Scrivendo du, = Mix dx + DI 


si ottiene, trascurando termini di ordine superiore, 
dl'? = dl? + 2Ua,g dx, dXs8; 
dove abbiamo definito 


Di -1(7e 2) 1 & dt 


dy e analogamente per du, e db, 


(14,1) 


(Gli indici greci qui e più avanti assumono i valori x e y; persiste 
la convenzione sulla somma di indici ripetuti.) I termini quadratici 
nelle derivate di u, sono stati omessi, ma ovviamente non ha senso 
fare altrettanto per quelli in È, visto che sono assenti i corrispondenti 
termini lineari. 

Il tensore degli sforzi o,p connesso alla trazione della lamina è 
definito dalle formule (13,2), dove ug è sostituito dal tensore totale 
di deformazione (14,1). L'energia di flessione pura è data dalla (11,6), 
che riscriviamo nella forma 


| Y: (© dedy, 


ove Y, (€) designa l’integrando che figura nella (141,6). Per quel 
che riguarda l'energia di trazione, riferita all’unità di volume della 
lamina, essa, in base alle formule generali, è data da mapa . L’ener- 


gia per unità di superficie si ottiene moltiplicando per A, talché 
l'energia totale di trazione può porsi nella forma 


| Y, (Ua8) df 
con 


l0aBU%ah 


Pa= h — 2 * (14,2) 


In questo modo l’energia libera totale di una lamina fortemente 
curvata è 


Fiot= | [Y1(0)+ Ya (van) di. (14,8) 

Prima di affrontare il problema della deduzione delle equazioni 
dell'equilibrio, valutiamo i due contributi all’energia totale. Le 
derivate prime di © sono dell’ordine di è, ove . è la dimensione 
della lamina, le derivate seconde dell’ordine s. Allora, la (11,6) 
mostra che Y, EW . D'altra parte l'ordine di grandezza del 


2 4 
tensore Ugg È Si, quindi Y, -— Eh S. Confrontando queste due 
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espressioni si vede che è legittimo trascurare Y, solo se 0° « R°. 

La condizione di minimo per l’energia è SF + $U = 0, ove U 
è l'energia potenziale dovuta al campo delle forze esterne. Supporre- 
mo ammissibile trascurare l’effetto delle forze di trazione esterne, 
ove esistano, rispetto alle forze di flessione. (Questo è lecito se le 
forze di trazione non sono troppo importanti, perché una lamina 
sottile si presta più alla flessione che alla trazione.) Si ottiene allora 
per 0U la stessa espressione del $ 12: 


SU= — {Ps df, 


dove P è la forza esterna per unità di superficie della lamina. La 
variazione dell'integrale | W, df è stata calcolata al $ 12: 


h3E 
I, | Yidf= Tia | At St df. 


Non riportiamo qui gli integrali di contorno che figurano nella (12,3) 
poiché questi danno condizioni ai limiti, che in questa circostanza 
non interessano e non figurano direttamente nelle equazioni del- 
l'equilibrio. 

Calcoliamo infine la variazione di | Y, df. Si deve variare sia u 
che ©. Si ha 


_( dY, 
5 | Y. df= | it Gulag di. 
Le derivate dell'energia libera (per unità di volume), rispetto 
A Ugg, sono uguali a 04p 


con la sua espressione (14,1), segue: 
6 | Y2dj=h { Gap Suap dj= 


_h O Sua | 99UB 14 COSA 4 è i df 
2 | ca "{ dxg dra + dra “Gra 1 Ora dp 


LI 


o, tenendo conto della simmetria di 046, 


5 | YW.djf=h {028 { oe 4 A #}) df. 


Integrando per parti, si ha 


5 { Weat1 | [22 due 4 2 (00 E) E]a1 


Anche qui non scriviamo gli integrali di linea sul contorno della 
lamina. 
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Raggruppando i termini, si ottiene 
ÒF tot + dU ns 


Saitta (cn) 2]0 AG 


Questa relazione deve essere verificata identicamente quindi, annul- 
lando separatamente i coefficienti di 60 e du, si ha 


h3E d % \_ 
Ta dh (0g) =. cli 
se 0, (14,5) 


Nel sistema appaiono tre funzioni incognite, cioè u,, u, e È. 
La soluzione definisce simultaneamente la forma della lamina 
deformata (© (x, y)) e la trazione. Le equazioni (14,4) e (14,5) si 
semplificano se si ricorre alla funzione Y legata a cap dalle (13,7). 
La (14,4) si riscrive allora 


BE ; 0% 9% 19% 800 0% 86 \_ 
12 (1— 03) Ah (7 0x° ! dr dy? dr dy dz n) =P. (14,6) 
Le equazioni (14,5) sono automaticamente soddisfatte dalle (13,7). 
Bisogna stabilire ancora un'equazione che si ottiene eliminando u, 
dalle relazioni (13,7) e (13,2). 

Si procede cosî: esprimiamo uxp per il tramite di o,g. Si ha 


1 1 140 
Uxx ZE (Oxx — O0yy)) Ugg E (O,y —00xx))  Uxy = E xy 


Sostituendo a u,p la loro espressione (14,1) e a 0, le loro espres- 
sioni (13,7) segue: 


dr L3(D) I (Fio th), 


dx 2 \ dx E \ 0y? dx? 
duy 41/9 \2_ 1 ( 0% d%y 
dy +7 (3) =5( 9° Gy? 1 
dUz di diy | 0% 0 ___2(1+0) 0% 
dx dY dx dY E dx dY ° 
Applicando 4 alla pri li 2 all dani 
pplicando 7 alla prima uguaglianza, 773 alla seconda, — > 
alla terza, sommando le prime due e sottraendo l’ultima si ottiene 
0% 036, 0% \2 
2 inf gra Pra n 
PE { dI? 9y? la A, } Li (14,7) 


Le equazioni (14,6) e (14,7) costituiscono il sistema completo delle 
equazioni delle lamine sottili in flessione forte (A. Foppl, 1907). 
Sono equazioni assai complesse e non si può fornire, anche nei casi 
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più semplici, la soluzione esatta. Si osservi che sono equazioni non 
lineari. 

Consideriamo il caso particolare della deformazione delle mem- 
brane. Si denomina membrana una lamina sottile tesa fortemente da 
forze applicate al bordo. Si possono trascurare le tensioni longitu- 
dinali supplementari dovute alla flessione della lamina e conse- 
guentemente considerare che le componenti di o, siano semplice- 
mente uguali agli sforzi di trazione esterni costanti. Nella (14,4) 
sì può trascurare il primo termine rispetto al secondo e si ottiene 
l'equazione d’equilibrio 

af ET = ia +P=0 (14,8) 
con condizione ai limiti È = 0, sul contorno definito dal bordo 
della membrana. Si tratta ora di un'equazione lineare. Un caso 
particolarmente semplice è quello in cui la trazione è isotropa, cioè 
non dipende dalla direzione. Sia 7 il valore assoluto della forza di 
trazione applicata al bordo della lamina, per unità di lunghezza del 
bordo. Allora kogg = 7òap: e l'equazione dell’equilibrio è 


TA+P=0. (14,9) 


PROBLEMI 


1. Determinare lo spostamento di flessione di una lamina in funzione 
della forza; la flessione è supposta cosi forte che Z> è. 

Soluzione. Valutando i termini nell'equazione (14,7), si vede che x È 
Quando {> A, il primo termine nella (14,6) è piccolo Zu al secondo, d' Sa 
dine di grandezza LI 7 
frontando con la forza esterna si ha 


14P \}/3 
ila) 
Allora $ va come la radice cubica della forza. 
2. Determinare la deformazione di una membrana circolare, di raggio R, 
disposta orizzontalmente nel campo di gravità. 
Soluzione. Si ha P=pg gh; in coordinate polari la (414,9) diventa 
LA (r-9 _Lah 
r dr darf 
e che soddisfa la condizione &=0 per r= A, è 


(L rappresenta le dimensioni della lamina). Con- 


. La soluzione che si mantiene finita per r=0 


= (Rn). 


$ 15. Deformazioni degli inviluppi 


Nel parlare della deformazione di lamine sottili, ci siamo fin 
qui riferiti al caso in cui, nello stato non deformato, queste lamine 
sono piane. Le deformazioni di lamine, che nello stato naturale sono 


EQUILIBRIO DI SBARRE E LAMINE 79 


curve (sono dette inviluppi), presentano delle specificità che le dif- 
ferenziano dalle deformazioni delle lamine piane. 
La trazione che accompagna la flessione di una lamina piana 
è un effetto del secondo ordine relativamente allo spostamento di 
flessione, il che viene espresso, per esempio, dal fatto che il tensore 
di deformazione (14,1) che definisce una tale trazione contiene solo 
termini quadratici in è. La situazione è tutt'altra nel caso di defor- 
mazioni di inviluppi: la trazione qui è un effetto del primo ordine 
e di conseguenza ha un ruolo maggiore, anche nel caso di flessione 
debole. Questa proprietà è evidente se si considera il caso più sem- 
plice della trazione uniforme di un inviluppo sferico. Se tutti i punti 
subiscono un uguale spostamento radiale $, la lunghezza dell’equa- 
tore aumenta di 2n%. L'allungamento relativo è dato da sue = . 
quindi il tensore di deformazione è proporzionale alla prisma potenza 
di ©. Questo effetto scompare per RA + 00, cioè quando la curvatura 
tende a zero, quindi resta confermato che si ha a che fare con una 
proprietà specifica, connessa alla curvatura dell’inviluppo. 
Sia R l'ordine di grandezza del raggio di curvatura dell’inviluppo, 
che coincide abitualmente con l’ordine di grandezza delle sue dimen- 
sioni. Allora il tensore di deformazione di trazione che accompagna 
la flessione è dell’ordine di grandezza di 1a , il corrispondente tensore 
degli sforzi è DE è; dalla (14,2) segue che l’energia di deformazione 
2 

(per unità di superficie) è dell'ordine di £% ($) . L'energia di 
2 

flessione pura è, come prima, dell’ordine di £%° i . Il rapporto 


. IA È di ciù NERO 
tra questi due ordini è (1) , cioè grande. Sottolineiamo anche che 


questo rapporto viene ad essere indipendente dal legame tra la gran- 
dezza della flessione $ e lo spessore &, mentre si ricorda che nel caso 
delle lamine piane in flessione la trazione aveva un ruolo solo per 
ta h. 

In alcuni casi si presenta un tipo particolare di flessione di invi- 
luppi, non accompagnata da trazione. Questo si verifica nel caso 
di una superficie cilindrica (aperta sopra e sotto), che può essere 
deformata senza trazione, se durante la flessione tutte le generatrici 
restano parallele tra loro (l’inviluppo è in qualche modo compresso 
lungo una generatrice). Deformazioni siffatte, senza trazione, sono 
geometricamente possibili se l’inviluppo possiede bordi liberi (cioè 
se non è chiuso), ovvero, se è chiuso, quando il segno della curvatura 
varia al variare dei punti. Cosî una superficie sferica chiusa non 
può essere deformata senza trazione ma se ha un foro (a bordo libero), 
queste deformazioni sono possibili. Poiché l’energia di flessione pura 
è piccola rispetto all'energia di trazione, è chiaro che se un dato 


DI 


inviluppo è in grado di ammettere deformazioni senza trazione, 
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saranno proprio queste, in generale, le deformazioni che effettiva- 
mente avranno luogo sotto l’azione di forze esterne. La richiesta 
che si abbia una flessione senza trazione impone delle restrizioni 
essenziali sui possibili spostamenti u,. Queste condizioni sono pura- 
mente geometriche e possono essere espresse sotto forma di equazioni 
differenziali che entrano a far parte del sistema completo delle 
equazioni dell'equilibrio. Non entreremo in merito su questo argo- 
mento. 

Se la deformazione dell’inviluppo avviene con trazione, gli 
sforzi di trazione in genere dominano rispetto agli sforzi di fles- 
sione, che possono essere trascurati (la corrispondente teoria degli 
inviluppi è detta di membrana). 

L'energia di trazione dell’inviluppo può calcolarsi a partire 
dall’integrale 


Fot = 3 | UaBTap df (19,1) 


esteso alla superficie. Qui ua (a, BP = 1, 2) è il tensore di defor- 
. mafione bidimensionale, espresso in un opportuno sistema di coor- 
dinate curvilinee; il tensore degli sforzi o,p è connesso a u,g dalle 
(13,2), che possono essere scritte con notazione tensoriale bidimen- 
sionale 


029 = 1-7 I(1—0) van + 08apU]. (15,2) 


Il caso in cui l’inviluppo è sottoposto a forze concentrate tra- 
sversali esige un'analisi particolare. Forze simili possono evidente- 
mente essere le forze di reazione con cui gli appoggi agiscono sull'in- 
viluppo nei punti (o lungo le linee) di contatto. Le forze concentrate 
deformano l’inviluppo in una piccola regione attorno al punto di 
applicazione. Sia d l’ordine di grandezza di questa regione (area 
-d°) per la forza f applicata in un punto. Poiché la flessione È varia 
sensibilmente sulla distanza d, l'energia di flessione (per unità di 


area) sarà dell'ordine di £%* a , el’energia di flessione totale (sul- 


2 
l'area — d°) dell'ordine di ER 5 . Il tensore di deformazione di tra- 
zione è sempre di ordine — + , l'energia totale della trazione dovuta 


2 
alla forza concentrata — Eh od. L'energia di flessione cresce, 


mentre l'energia di trazione decresce, quando d diviene più piccolo, 
quindi è chiaro che si dovrà tener conto di entrambe queste due 
energie quando si determinerà la deformazione nell’intorno del 
punto di applicazione della forza concentrata. Per quanto riguarda 
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l'ordine di grandezza d della regione flessa, questo si deduce dalla 
condizione di minimo della somma delle due energie. Si ha 


d-= | hR. (15,3) 


Allora l'energia —Ek?%/R. Variando questa energia rispetto a È 
e uguagliandola al lavoro della forza f, si ottiene per la grandezza 
della freccia î: G- fR/ER. 

Tuttavia, se le forze che agiscono sull’inviluppo sono sufficiente- 
mente grandi, la sua forma potrà variare notevolmente per effetto 
di piegamento!). In questo caso specifico, la determinazione della 
deformazione in funzione dei ca- 
richi applicati esige uno studio 
particolare?). Î 

Consideriamo un inviluppo con- 
vesso (i cui bordi siano mantenuti 
in modo da assicurare l’indeforma- 


bilità geometrica globale) sottopo- el’ Rc 
sto ad una grande forza concentrata dd 

f. diretta secondo la normale inter- / 
na alla superficie. Supporremo per / 
semplicità che l’inviluppo sia una / 
regione sferica, di raggio A. La re- lp 


gione deformata sarà una calotta 
sferica, con configurazione all’incir- / 
ca simmetrica di quella iniziale / 
(la fig. 9 rappresenta una sezione 


meridiana dell'inviluppo). Si tratta a! 
di determinare le dimensioni della il 
deformazione in funzione della 
forza. l 

La maggior parte dell’energia Fig. 9 


elastica è localizzata in una stretta 

banda, nei pressi del bordo della regione, dove la flessione dell’in- 
viluppo è relativamente importante (tale regione è detta banda di 
flessione, la sua larghezza è indicata con d). Valutiamo questa energia 
supponendo che il raggio della calotta sferica r sia molto minore 
di R; allora l'angolo « è molto minore di 1 (fig. 9). In queste con- 
dizioni r = Rsena- Raela freccia H= 2R(1— cosa) — Rat. 
Denotiamo con $ lo spostamento dei punti nella banda di flessione. 
Esattamente come sopra, si trova che le energie di flessione lungo 


1) Nella letteratura scientifica anglosassone: « buckling » (N.d.T). 


2) I risultati qui esposti sono dovuti a A. V. Pogorelov (1960). Si troverà 
un'analisi più dettagliata del problema e di questioni similari nel suo libro: 
Teoria degli inviluppi per deformazioni transcritiche, 1965 (ed. russa). 


6—0630 
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il meridiano e di trazione lungo un parallelo!), per cm? di superficie, 
hanno rispettivamente ordini di grandezza 


5? C* 
Eh° > e Eh. 
L'ordine di grandezza dello spostamento © si determina nel caso 
considerato geometricamente: la direzione del meridiano varia 


sulla distanza d dell’angolo—aesiha € — ad — rd/R. Moltiplicando 
per l’area della banda di flessione (rd), si ottengono le energie 


h3r3 hd3r* 
R°d E Rs © 


Nuovamente si deduce dalla condizione di minimo per la loro somma 
d- VAR, l'energia elastica totale è allora — Er3 (h/R)9?, ovvero?) 


3/2 


cost. Eh! £__ (15,4) 


In questa deduzione si è supposto d «€ r; allora la (15,4) è vera se*) 
Rh 
ab (15,5) 


Si ottiene la dipendenza cercata della freccia H dalla forza 
applicata f, uguagliando quest’ultima alla derivata dell’energia 
(15,4), rispetto ad YH; si ha 
H faR2 

 E%S 


(15,6) 


Osserviamo che tale relazione è non lineare. 

Infine supponiamo che la deformazione (il piegamento) del- 
l'inviluppo risulti da una pressione esterna uniforme p. Il lavoro 
delle forze è allora p AV, dove AV — Hr? — H?R è la variazione 
del volume, delimitato dall’inviluppo, a seguito del piegamento. 
Annullando la derivata dell'energia libera totale rispetto ad H 
(della differenza dell'energia elastica (15,4) e di questo lavoro), si ha 


(15,7) 


1) In prima approssimazione, la curvatura dell’inviluppo non ha effetti 
sulla flessione secondo il meridiano talché, come nel caso della flessione cilin- 
drica di una lamina piana, non c’è allungamento secondo il meridiano. 

2) Un calcolo più preciso dà per il coefficiente il valore cost = 1, 2 (i — 
PSR g°) SA. 

8) A seguito del piegamento, gli strati esterni della calotta sferica diventano 
interni e quelli interni esterni: i primi quindi si comprimono, i secondi si dila- 
tano. La trazione (o compressione) relativa è —-h/R, cosicché l'energia totale 
nella zona del piegamento È 

2 


R 


Per la condizione (15,5) essa è effettivamente piccola rispetto all'energia nella 
banda di flessione (15,4). 
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Il carattere di questa dipendenza di 7 da p (come l'inverso del qua- 
drato) indica che lo stato di piegamento, in questo caso, è instabile. 
Il valore di #7 definito dalla (15,7) corrisponde ad uno stato di equi- 
librio instabile per un dato valore di p: il piegamento aumenta spon- 
taneamente oltre questo valore di H, diminuisce al di sotto (si 
verifica facilmente che la (15,7) corrisponde ad un[massimo e non 
ad un minimo dell’energia totale). Esiste un valore critico del carico 
esterno p = perit» Oltre il quale le perturbazioni, piccole quanto 
si vuole, si amplificano. Si può valutare tale valore critico come 
quello per cui la (15,7) ddà H-R: 


2 
port > E Gr. (15,8) 


Per quanto riguarda la teoria degli inviluppi ci limitiamo a questa 
rapida rassegna e agli esempi semplici che seguono. 


PROBLEMI 


4. Dedurre le equazioni dell'equilibrio di un inviluppo sferico (di raggio R) 
deformato simmetricamente rispetto ad un asse passante per il suo centro. 

Soluzione. Identificheremo i punti dell’inviluppo per mezzo degli angoli 
9 e @ di un sistema di coordinate sferiche, con centro nella sfera e come asse 
polare l’asse di simmetria dell’inviluppo deformato. 

Sia P, la forza radiale esterna ripartita sull'unità d’area della superficie; 
dell’inviluppo. Questa forza deve essere compensata dalla risultante radiale 
delle forze degli sforzi interni che agiscono tangenzialmente sull’elemento del- 
l'inviluppo. Allora si ha 


- (Cgg-+ 000) =Pr (1) 


Questa equazione è del tutto analoga all’equazione di Laplace che determina 
la differenza di pressione in due mezzi, dovuta alla tensione superficiale ehe 
agisce sulla A aste di separazione. 

Sia @, (0) la risultante lungo z (asse polare) di tutte le forze esterne che 
agiscono sulla parte dell’inviluppo situata al di sopra del cerchio parallelo 0 = 
= cost. Questa forza deve essere equilibrata dalla proiezione sull'asse z degli 
sforzi, 25.R sen 0 hoge che agiscono sulla sezione 2rR% sen @ dell’inviluppo 
secondo il detto cerchio. Si ha 


2nR h sen? Boga = Q, (0). (2) 


Le equazioni (1) e (2) determinano la distribuzione degli sforzi, il tensore 
di deformazione è dato quindi dalle formule 


1 1 
uge= 7 (006 — 099), von = 7 (0vp— 0066), ep=0 (3) 


e il vettore spostamento dalla soluzione delle equazioni 


1 dug 1 
vo=7 (+). = uoo=-7 (vocotg0+u). (4) 
2. Determinare la deformazione di' un inviluppo semisferico, bombato: 
verso l’alto, sotto l’effetto del proprio peso; i bordi della cupola possono spo- 
starsi liberamente sull’appoggio orizzontale (vedi fig. 10). 


6 
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Soluzione. Si ha 
P,= —pghcosì, 
O, = —201A? (1 — cos 0) p gh 


ide À, è il BS totale dell'inviluppo al di sopra del cerchio 9 = cost). Dalle (1), 
discende 


DE Rog 
000 TE 0050 * 


1 


Si calcolano upy eee per il tramite delle (3), quindi ug e u, con le (4); la costan- 


Fig. 10 


te d'integrazione della por equazione (4) è determinata dalla condizione 
uo = 0 per0= 1/2. Si ha infine 


2 
__È ini [rs +1n (1-+-c08 0) | sen 0, 


2 
atta f, +10 c080— cos 0 ln (1+0080) |. 
Il valore di «, per 9 = n/2 dà lo fai orizzontale dell'appoggio. 
3. Determinare la deformazione di un inviluppo semisferico, con bordi 
fissati, la cupola diretta verso il basso e opta di liquido (vedi fig. 11); si 


può trascurare il peso dell’inviluppo rispetto al peso del liquido. 
Soluzione. Si ha 


Pr= gf COS 0, Pe=0, 
0 
9 
,= 21? \ P; cos @ sen 0 a9= SE PI (1 — così 0) 


(Po è la densità del liquido). Dalle (1) e (2) discendono 


pui R?pog 1—cos? 8 pi Foe (-—14+3 cos 0—2 così 6) 
007 3h sent@ *  eeT sen? è È 
Per gli spostamenti si ha 
____R*pog(1+0) [Fl cos 8 
Uug= SE sen 0 110050 -+ln (14 cos 9 |, 


3 
u,= tO, cos8]ln (1+cos 9) --1+ 


3 cos ] 
1+0 ]° 
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Quando 9 = x/2, u, non si annulla, contro l'attesa. Questo significa che la 
flessione dell’inviluppo è cosî forte nei pressi della linea su cui è fissato, che la 
soluzione ottenuta perde di validità. 


Fig. 11 


4. Un inviluppo avente la forma di una calotta sferica poggia con i suoî 
bordi su un sostegno fisso (vedi fig. 12). Determinare la freccia risultante dal 
peso proprio Q dell’inviluppo. 

— Soluzione. La deformazione si produce essenzialmente nei pressi dei bordi 
che si raddrizzano lateralmente (linea tratteggiata nella fig. 12). Allora vo 
è piccolo rispetto a u, == &; poiché È decresce rapidamente quando ci si allon- 
tana dalla linea d'appoggio, si può assimilare la deformazione a quella di una 


Fig. 12 


lamina piana lunga (di lunghezza 2 sen a). Questa deformazione consta di 
una flessione e di una trazione. L’allungamento relativo della lamina è in ogni 
punto {/R (AR è il raggio dell’inviluppo); quindi l’energia di trazione per unità 
di volume è Spi: Consideriamo come variabile indipendente x la distanza dalla 
linea d'appoggio; per l’energia totale di trazione si ha 


hE 
Fi tot= 27 seno RI | tc? dr. 


L’energia di flessione vale 


se h38E d°$ \2 
Faio:=20R sena 7 | (57) dr. 


Variando rispetto a % la somma Ftot=Z1tot+F2 tot, si ha l'equazione 


dif 12(1— 02) 
dx4 LE h3R2 


c=0 
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Quando z + 00, È deve tendere a zero, e per x = 0 debbono essere soddisfatte 
le condizioni ai limiti di annullamento del momento delle forze; È, = 0, e le 
condizioni di uguaglianza della forza normale alla superficie dell’inviluppo, 
dovuta alla flessione, con la componente della forza di gravità: 


RE. 
21R sen a 171 —08 © =0Q COS x. 


La soluzione che soddisfa queste condizioni è 


t= Ae ** cos uz, 
dove 


x=[ 3(1— 0?) li A= Q cotga te 1/4 
si h*R? 5 — Eh 81h 5 
La freccia è 


a=%(0)cosa=Acosa. 


$ 16. Torsione di sbarre 


Consideriamo ora le deformazioni di sbarre sottili: questo caso 
si distingue da tutto quello che abbiamo sin qui esaminato per il fatto 
che il vettore spostamento u può essere grande anche per piccole 
deformazioni, cioè per piccoli u;x!). Cosi, quando si piega una sbarra 
sottile e lunga, le sue estremità possono spostarsi considerevolmente 
nello spazio, anche quando gli spostamenti relativi dei punti vicini 
sono piccoli. 

Esistono due tipi di deformazioni di una sbarra che possono 
provocare uno spostamento grande delle diverse parti: la flessione 
e la torsione. Cominceremo con l’esaminare quest’ultima. 

La torsione è una deformazione per cui nella sbarra, che pure 
resta rettilinea, ciascuna sezione ruota di un dato angolo rispetto 
:alle sezioni adiacenti. Se la sbarra è lunga, basta una leggera torsione 
perché sezioni sufficientemente distanti l'una dall’altra ruotino 
di un angolo considerevole. Le generatrici della superficie laterale 
della sbarra, parallele al suo asse, in seguito alla torsione diven- 
gono eliche. 

Consideriamo una sbarra sottile, rettilinea, di sezione arbitraria. 
Come sistema di coordinate fissiamone uno con asse z lungo l’asse 
della sbarra e origine in un qualunque punto interno. Definiamo 
angolo di torsione ©, l'angolo di rotazione per unità di lunghezza, 
cioè, due sezioni trasversali distanti dz ruotano l’una rispetto all’al- 


tra di un angolo dp = tdz (talché =). La deformazione della 


torsione, cioè lo spostamento relativo delle parti vicine, è supposta 
piccola. Questo caso si verifica quando la rotazione relativa di sezioni 


1) Fa eccezione la trazione semplice, senza alterazione della forma: se la 
trazione è debole, il vettore u è piccolo al pari di u;p. 
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che si trovano a distanza dell'ordine delle dimensioni trasversali &} 


della sbarra è piccola: 
TR K1. (16,1) 


Consideriamo un piccolo tronco di sbarra nei pressi dell'origine 
e determiniamo lo spostamento u in questa regione. Prendiamo come 
sezione di riferimento quella coincidente col piano x, y. È noto 
che quando il raggio vettore r ruota di un angolo 6g la sua estre- 
mità libera si sposta di 


îr = [6g rl, (16,2) 


ove dg è un vettore avente modulo pari all’angolo di rotazione e 
direzione parallela all'asse di rotazione. Nel nostro caso la rota- 
zione avviene attorno all’asse 2, conseguentemente i punti di coor- 
dinata z ruotano, rispetto al piano 2, y, dell'angolo tz (nell’intorno 
dell'origine, Tt può essere assunto costante); la (16,2) fornisce allora 
le componenti u, e u, del vettore spostamento 


U, = —TZY, U, = TZ. (16,3) 


Nel corso della torsione, in generale, i punti della sbarra si spo- 
stano anche lungo l’asse z. Questo spostamento è nullo per t = 0, 
pertanto per piccoli valori di 7 lo si potrà assumere nella forma 


Uz = Tp (x, Y), (16,4) 


ove w (x, y) è una certa funzione di x e y, detta funzione di torsione. 
A seguito della deformazione descritta dalle (16,3), (16,4), ciascuna 
sezione trasversale ruota attorno all'asse z e contemporaneamente 
si incurva, cessando di essere piana. Notiamo che, avendo scelto 
in modo determinato l’origine sul piano x, y, abbiamo con ciò 
« fissato » un punto della sezione che pertanto non può spostarsi 
su questa sezione (ma può scorrere lungo l’asse z); ovviamente 
cambiare l’origine delle coordinate non comporta alcun mutamento 
essenziale nella descrizione della deformazione di torsione, tradu- 
cendosi in una semplice traslazione della sbarra, che è appunto 
irrilevante. 

Noto u, possono determinarsi le componenti del tensore di defor- 
mazione. Poiché u è piccolo nella regione in considerazione, potremo 


scrivere Ujg = 3 (2 +7) . Si ha in definitiva 
Uzg =Uyy=Uxy=U;,=0, 
T T 
Un = (3°-— y) r Uyz.”3 (F+2). (16,9) 


Notiamo che u, = 0, talché la torsione avviene senza variazione di 
volume, e quindi è una deformazione di puro scorrimento. 
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Per le componenti del tensore degli sforzi, si ha 


Oxx = Oy = 022 = xy 0, 
ò d 
Cx, = 2UUz, = IT (ey), 0,z = 24Uy; = UT (3-+2) (16,6) 


(risulta più comodo qui servirsi del modulo di scorrimento p al posto 
di E e di o). Sono diverse da zero solo 0,, € 0,,,, cosicché le equazioni 


00 E ; 3 
—:* — 0 si riducono all’equazione 


dell’equilibrio = 


00,x d0,y 


ag (16,7) 


Sostituendo la (16,6), si trova che la funzione di torsione deve soddi- 
sfare la 


dove A è l'operatore di Laplace bidimensionale. 
Conviene tuttavia usare un’altra funzione ausiliaria %(x, 4) 
definita dalle 


L24 
04 * 
in quanto per questa funzione risultano più comode le condizioni 


ai limiti sul contorno della sezione della sbarra (vedi più avanti). 
Dalle (16,9), (16,6) segue: 


DI I nz_9 0, (16,10) 


= — 2 (16,9) 


a dr * 


0xz = 2UT y 


Derivando la prima uguaglianza rispetto ad y, la seconda rispetto 
ad x, e sottraendo, si ha per x 


AY = «i, (16,11) 


Per deterininare le condizioni ai limiti, sulla superficie della 
sbarra, osserviamo che, essendo la sbarra sottile, le forze esterne 
che agiscono sulla superficie laterale sono piccole rispetto agli 
sforzi interni e potranno essere considerate nulle (relativamente 
alla ricerca delle condizioni ai limiti). Questa circostanza è l’analoga 
di quella che si è presentata nel corso dello studio della flessione 
per lamine sottili. Cosî dunque si deve avere sulla superficie laterale 
della sbarra 0;xM% = 0; poiché l'asse z è l’asse della sbarra, la nor- 
male n ha come componenti nr, e r,, e l'equazione si riduce alla 


OzxNx 4 OzygMy = 0. 
Sostituendovi le (16,9), si ha 
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Ora, le componenti della normale al contorno piano (al contorno 


della sezione della sbarra) sono n, = — = ; ig = 3 , ove 7 e y sono: 


le coordinate dei punti del contorno e dl l'elemento della lunghezza 
dell'arco. Allora si ha 


dY [4 SITE RORRORCE DISTA 
Da D+ ay dy = dx =0, 


cioè x = cost sulla linea di contorno della sezione. Poiché nella 
definizione (16,9) intervengono solo le derivate di x, ovviamente 
essa stessa è determinata a meno di una costante additiva. Se il 
contorno è semplicemente connesso si potrà, senza perdita di gene- 
ralità, prendere come condizione al limite dell'equazione (16,11) 1) 


x=0. (16,12) 


Ma se il contorno non è molteplicemente connesso, y avrà diversi 
valori costanti su ciascuna delle curve chiuse che costituiscono il 
contorno. Quindi y potrà essere presa nulla solo su una di tali curve, 
per esempio sul contorno esterno (C, nella fig. 13). I valori di x 


CA 
© he) 


Fig. 13 


sulle altre componenti del contorno sono assegnati dalla condizione 
che deriva dal fatto che lo spostamento u, = tw (z, y) sia una fun- 
zione univoca delle coordinate. Cioè a dire, se w (7, y) deve essere 
univoca, deve annullarsi l’integrale del suo differenziale dy esteso 
ad una curva chiusa. Allora dalle (16,10) segue: 


Gor=$ (et d)= 
= -2$ (2 dy- 3 da) — È (ray —y da)=0, 


) Il problema della determinazione della deformazione di torsione a par- 
tire dall'equazione (16,11) con condizione al limite (16,12) coincide:formalmente 
col problema, della determinazione dello spostamento di flessione di una mem- 
brana piana, con carico uniforme (cfr. equazione (14,9). 

È da notare l’analogia idrodinamica: la distribuzione delle velocità 
v(z, y) di un fluido viscoso nella sezione di un tubo è definita da un'equazione 
della forma (16,11); alla condizione limite (16,12) corrisponde la condizione 
v= 0 sulle pareti immobili del tubo (vedi VI, $ 417). 
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ovvero 


GIL Aq (16,13) 


dove’ Sk è la derivata nella direzione della normale esterna al con- 


torno # S l’area delimitata da questo contorno. Applicando la 
(16,13) a ciascuna delle curve chiuse C,, C3, ..., si ottengono le 
condizioni richieste. 


Troviamo l'energia libera della sbarra torta. L’energia per unità 
di volume è 


Gini 1 
F= gr = OxzUxz + Oyzlyz = DI (03: + 0y2); 


cioè, dalle (16,9), 
r=2we[(F)+(2)]= 2 (vo? 


VW designa il gradiente bidimensionale. Integrando sull'area della 
sezione trasversale si ottiene l'energia per unità di lunghezza, che 


; : C73 
‘si scrive come —- , dove 


2 
C=4bp { (Vy*df 


è detto rigidità di torsione della sbarra. L'energia elastica totale 
è data da 


Fivar=3 | Ca dz, (16,44) 
l'integrale è esteso alla lunghezza della sbarra. 
Scrivendo 
(Vy)® = V (xVx) — xAx = V (XV2) + x 
e trasformando l'integrale del primo termine in integrale sul con- 
torno della sezione della sbarra, si ha 


C=4n®y 3 dl +-4p | xdf. (16,15) 


Se il contorno è semplicemente connesso, il primo termine scompare 
in virtà della condizione al contorno y = 0 e resta 


C=4p | xdx dy. (16,16) 


Se la frontiera è molteplicemente connessa (vedi fig. 13), posto 
yx = 0 sul contorno esterno C, designando con %x i valori costanti 


«di y sui contorni interni Cy, si ha per il tramite della (16,13) 


C=bp S) 1S1+ 41 { ndr dy (46,17) 
kh 
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(si osservi che nell’integrazione del primo termine della (16,15) 
il contorno C, è descritto in senso antiorario, C, in senso opposto). 

Consideriamo il caso più usuale di torsione, quando uno degli 
estremi è fissato e le forze esterne sono applicate all’altro estremo. 
L'effetto delle forze dovrà essere una torsione, ogni altra deforma- 
zione, per esempio la flessione, essendo esclusa, cioè si ha una coppia 
di forze che torcono la sbarra attorno al proprio asse. M indicherà 
il momento di tale coppia. 

Allora sarà naturale attendersi che l'angolo di torsione t sia 
costante lungo la sbarra. Si potrà constatare che è effettivamente 
cosi, partendo dalla richiesta di minimo dell'energia libera totale 
della sbarra in equilibrio. L'energia totale della sbarra deformata 
è uguale ‘alla somma Fypar + U, ove U è l'energia potenziale dovuta 


all’azione delle forze esterne. Sostituendo tT -T nella (16,14) e 


facendo una variazione rispetto a @, si ha 


83 |C (2) d:4-8U= (cP 229 d24-5U=0 


ovvero, integrando per parti, 
-| CS 8pdz+ SU + C16p=0. 


Nell'ultimo termine del primo membro si intende la differenza dei 
valori corrispondenti ai due estremi di integrazione, cioè sulle estre- 
mità della sbarra; una di queste è fissa, per esempio quella inferiore, 
talché ivi èpg = 0. Per quanto riguarda èU, questa variazione, col 
segno cambiato, dà il lavoro effettuato dalle forze esterne nella rota- 
zione éq. Ora, è noto dalla meccanica che il lavoro di una coppia di 
forze in una rotazione dg è dato da M Sg. Poiché non vi sono altre 
‘forze esterne, si ha 6U = —M 6èq, e quindi, 


{CF 59 d:4+ 89 (—M+C7)=0. (16,18) 


Nel secondo termine si prende il valore nell’estremo superiore. La 
variazione di 6@ è arbitraria nell’integrale su dz, quindi 


dt 
C ——— TZ 9 
cioè 


T= cost. (16,19) 


Dunque l'angolo di torsione è costante lungo tutta la sbarra. La 
rotazione della sezione superiore rispetto a quella inferiore è uguale 


a ti, dove Z è la lunghezza della sbarra. 
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Nell’equazione (16,18) deve annullarsi anche il secondo termine. 
Il valore dell’angolo di torsione è 


(16,20) 


PROBLEMI 


4. Determinare la rigidità di torsione di una sbarra di sezione circolare,. 
di raggio A. 

Soluzione. Le soluzioni dei problemi 1-4 coincidono formalmente con quelle 
dei problemi del moto di un liquido viscoso in un tubo di uguale sezione (vedi 
nota, pag. 89); alla quantità Q di liquido che scorre attraverso la sezione del 
tubo corrisponde qui C. 

Per una sbarra di sezione circolare (l'origine delle coordinate è presa nel 


centro della Sezione) si ha 
= (R°-23--y2). 
Rigidità di torsione 
ei 
C= > è 
Si deduce per w dalle (16,10) p = cost. In virti delle (16,4) a y costante corri 
sponde una traslazione della sbarra lungo l’asse z; si potrà dunque porre y = 0; 
le sezioni trasversali della sbarra circolare restano piane nella torsione. 
2. Stesso problema per una sbarra a sezione ellittica, di semiassi a e d. 
Soluzione. Rigidità di torsione 
a3b3 
po * 


La distribuzione degli spostamenti longitudinali è data dalla funzione di tor- 
sione 


C=np 


Spar 


(gli assi coordinati sono presi sugli assi dell'ellisse). 1 
3. Stesso problema per una sbarra con sezione a triangolo equilatero (di 
ato a). 

Soluzione. Rigidità di torsione 


C Te 
Funzione di torsione 
4 "a di 
d=7 Me VI+yi le V3-) 


l'origine è nel centro del triangolo, l’asse x è disposto lungo una delle altezze. 
4. Stesso problema per una sbarra avente la forma di una lamina lunga 
e sottile (larghezza d, spessore kh « d). 
Soluzione. Il problema è equivalente a quello dello scorrimento di un 
liquido viscoso entro pareti piane parallele: 


4 dh 
dr 
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5. Stesso problema per un tubo cilindrico (raggio interno R,, esterno Rs). 
Soluzione. La funzione 


1 
x=-7 (Rî_r2) 


(in coordinate polari) soddisfa la (16,13) sulle due frontiere della sezione anulare 
del tubo. Si trova con la (16,17) 


6. Stesso problema per un tubo a parete sottile, di sezione arbitraria. 
Soluzione. La parete del tubo è sottile, si può piace ammettere che, lungo 
lo spessore 4, y vari da zero su una faccia a y;, sull’altra, secondo la legge lineare 


X=%1 + (y è la coordinata secondo lo spessore della parete). Allora la (16,13) 


da HE = S, Lè il perimetro della sezione del tubo, S l’area delimitata dal 
contorno, Il secondo termine nella (16,17) è piccolo rispetto al primo, quindi si 
ottiene 
4hS% 

L e 
Se si taglia il tubo lungo una generatrice, la rigidità di torsione decresce note- 
volmente (conformemente”al risultato del problema 4), divenendo 
uLA3 

3 e 


C= 


C= 


$ 17. Flessione di sbarre 


Quando si incurva una sbarra, alcune sue parti si allungano, altre 
si contraggono. Le linee della parte convessa della sbarra si allun- 
gano, quelle della parte concava si contraggono; come nel caso delle 
lamine, vi è nella sbarra, secondo la lunghezza, una superficie 
« neutra », che non subisce né trazioni né compressioni. Essa separa 
le regioni della compressione da quelle della trazione. 

Cominciamo studiando la deformazione di flessione in un piccolo 
tronco della sbarra, dove la flessione può considerarsi debole; inten- 
diamo con ciò che insieme col tensore di deformazione debbono 
restare piccoli gli spostamenti assoluti della sbarra. Prendiamo un 
sistema di coordinate con origine sulla superficie « neutra », nel 
tronco in considerazione. L’asse z è diretto come la sbarra (non 
deformata); supponiamo che la flessione avvenga nel piano x, 21). 


1) Quando la flessione della sbarra è debole, si può ritenere che avvenga 
in un piano; questo è fondato sul fatto ben noto in geometria differenziale, 
che la deviazione di una curva debolmente torta, a partire dal suo piano (la 


torsione della curva), è un infinitesimo d’ordine superiore rispetto alla cur- 
vatura. 
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Cosi come per il caso della flessione delle lamine e torsione delle 
sbarre, nella flessione delle sbarre sottili le forze esterne che agiscono 
sulla superficie laterale della sbarra sono piccole rispetto agli sforzi 
nella sbarra stessa: questo permette di trascurarle quando si deter- 
minano le condizioni ai limiti su questa superficie. Dunque su tutta 
la superficie laterale della sbarra si ha 0;x}RX = 0 0, poiché n, = 0, 


O xxx +4 O xyNy = 0 


e lo stesso per î = y, z. Prendiamo un punto del contorno della 
sezione trasversale della sbarra in cui la normale n sia parallela 
all’asse x. Un punto simile sta dalla parte opposta del contorno. 
In questi due punti nr, = 0 e quindi si deduce 0,, = 0. La sbarra 
è supposta sottile, quindi se 0,, si annulla in punti siffatti della 
sezione è piccola in tutta la sezione e quindi in tutta la sbarra si 
può porre o,x = 0. Si verifica analogamente che, ad eccezione di 
C,,, tutte le componenti del tensore degli sforzi debbono annullarsi. 
Cosi, quando una sbarra è flessa, è grande solo la componente di 
trazione (o compressione) del tensore degli sforzi interni. Una defor- 
mazione in cui vi sia solo la componente o,, del tensore degli sforzi 
è una compressione semplice o una trazione semplice (vedi $ 5). 
Cosî dunque ogni elemento di volume della sbarra flessa subisce 
una trazione (o compressione) semplice. La grandezza stessa di questa 
trazione è naturalmente differente nei diversi punti di ciascuna 
sezione trasversale, fatto questo che provoca la flessione della sbarra. 
Si determina facilmente la grandezza dell’allungamento relativo 
in ogni punto. Consideriamo un elemento qualunque di lunghezza dz 
parallelo all'asse della sbarra e situato nell'intorno dell'origine. 
Nella flessione dz varia e diviene dz’. Restano invariati solo gli 
elementi di lunghezza situati sulla superficie neutra. Sia A il raggio 
di curvatura della superficie neutra nell'intorno dell’origine. Si può 
considerare che dz e dz’ siano elementi d’arco di cerchi di raggio 
rispettivamente £ c AR | x, x è il valore della corrispondente 
coordinata nel punto dove si è prescelto l'elemento dz’. Allora 


, R+x x 
dz = dz= (4 +$) dz. 
L'allungamento relativo è dunque 


de'—dz _ x 


dz RR 


D'altra parte l'allungamento relativo dell'elemento di lun- 
ghezza dz è uguale alla componente w,, del tensore di deformazione 
e quindi 


U:=G- (17,4) 
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Si puòscrivere o,, utilizzando direttamente la relazione 0,,= £u,, 
che è valida nel caso di trazione semplice. Si ha 


0,.=-4 E. (47,2) 


La disposizione della superficie « neutra » nella sbarra deformata 
è rimasta sin qui indeterminata. La si può definire partendo dalla 
condizione che la deformazione considerata sia una flessione pura, 
senza qualsivoglia trazione né compressione generale della sbarra. 
A tal fine occorre che la forza totale degli sforzi interni agenti sulla 
sezione trasversale della sbarra sia nulla, cioè che l’integrale 


| 0x2 di 
preso su questa superficie sia nullo. Avendo in vista la (17,2), si ha 
| xdf=0. (17,3) 


D'altra perte, si può introdurre il concetto di centro di inerzia 
di una sezione della sbarra, in quanto centro di inerzia del disco 
piano omogeneo corrispondente a questa sezione. Le coordinate del 
centro di inerzia sono date da 


\adf  ydf 

(af° Sap 
Cosi, la (17,3) esprime la condizione che in un sistema di coordinate 
con origine sulla superficie neutra, la coordinata lungo l’asse x del 
centro di inerzia della sezione della sbarra sia nulla. Dunque la 
superficie « neutra » passa per i centri di inerzia delle sezioni tra- 
sversali della sbarra. 

A parte u,, si hanno ancora due componenti non nulle del tensore 

di deformazione, poiché in trazione semplice U,, = Uyy = — OUz: 
Noto il tensore di deformazione si trovano facilmente gli spostamenti 
dei punti. Scriviamo 


" du, ni x Ue dUy a OT 
22 0° RR’ dr dy RR 
dux du, Our , Guy duy , duz 


atua ata» ata” 


L'integrazione di queste relazioni conduce alle seguenti espressioni 
delle componenti dello spostamento: 


us= — 37 l?+0(2— 2], 


u= 05, ui. (17,4) 
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Le costanti di integrazione sono state prese nulle; questo significa 
che abbiamo fissato nello spazio la posizione dell'origine delle coor- 
dinate. 
Le formule (17,4) mostrano che i punti situati sulla sezione tra- 
sversale 4 = cost = zy a seguito della flessione si portano sulla 
superficie: 


2=%+u=%(1+5). 


Si vede che in questa approssimazione 
le sezioni restano piane nel corso della 
flessione, ruotandofsoltanto di un certo 
angolo rispetto alla posizione iniziale. 
Ma la forma della sezione varia; così 
dopo la flessione di una sbarra rettan- 
golare (di lati a e d) i lati lunghi del 
contorno della sezione y = +b/2 occupa- 
Fig. 14 no le posizioni 


2942 (1-5) 


cioè si piegano, pur restando rettilinei. I lati superiore e inferiore 
z = +4/2 si curvano divenendo parabole: 


t=+3+%&=*+3—p|#+0 (7-?)] 
(fig. 14). 


L'energia libera dell'unità di volume della sbarra è 


1 41 Ex? 
DI OihUik 59 G,7U,z= RI - 


Integrando su tutta la sezione trasversale della sbarra, sì ha 


pr | di, (47,5) 


che rappresenta l'energia libera dell'unità di lunghezza della sbarra 
flessa. Il raggio di curvatura A è qui definito come il raggio di cur- 
vatura della superficie « neutra ». Ma poiché la sbarra è sottile, 
la si può considerare, con uguale precisione, come il raggio della 
sbarra assimilata ad una curva (che si denomina « curva elastica >). 

È comodo introdurre nella (17.5) la nozione di momento di 
inerzia della sezione trasversale della sbarra, cioè il momento di 
inerzia della sezione rispetto all'asse y, contenuto nel piano di questa 
sezione è definito come 


I,= | 2*df (17,6) 
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che non è altro che l’usuale momento di inerzia, dove ora, però, al 
posto dell'elemento di massa figura df. L'energia libera dell’unità 
di lunghezza può riscriversi 


E 


sly (17,7) 


Definiamo anche il momento delle forze degli sforzi agenti nella 
sezione data (lo si denomina come momento flettente). L'elemento 


d’area df della sezione subisce la forza 0,, df = È df, diretta lungo 


l’asse z. Il suo momento rispetto all'asse y è x0,, df. Allora, il momen- 
to totale relativo a questo asse è 
EI 
My= |d= GF}. (17,8) 
Quindi, la curvatura 1/R della linea elastica è proporzionale al 
momento flettente che agisce nella sezione data. 

La quantità /, dipende dall’orientamento dell’asse y nel piano 
della sezione. Secondo l’uso corrente in meccanica, è comodo espri- 
mere /, per mezzo dei due momenti di inerzia principali. Se 0 è 
l'angolo tra l’asse y e uno degli assi principali di inerzia della sezione 
della sbarra, si sa che 


I,=JI,cos0 + I, sen 68, (17,9) 


dove /,, Z, sono i momenti principali di inerzia. I piani passanti 
per l’asse z e gli assi di inerzia principali della sezione della sbarra 
sono detti piani principali di flessione. 

Se, per esempio, la sezione della sbarra è rettangolare (di lati 
a e b), il suo centro di inerzia è nel centro del rettangolo e gli assi 
principali di inerzia sono paralleli ai lati. I momenti principali di 
inerzia sono 


ab3 
190* 


Ia= (17,10) 
Se la sezione è circolare, di raggio A, il centro di inerzia è nel centro 
del cerchio, gli assi di inerzia principali sono arbitrari. Il momento 
di inerzia attorno ad un asse diametrale qualunque è 


nR4 


= 4 


(47,11) 


$ 18. Energia di una sbarra deformata 


Nel paragrafo precedente abbiamo limitato il nostro studio ad 
un piccolo tronco longitudinale della sbarra flessa. Ora studieremo 
la deformazione nella sbarra intera e a tal fine converrà cominciare 
con l’operare una scelta adeguata del come descrivere tale deforma- 


7-0620 
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zione. Bisogna osservare che una flessione forte !) di una sbarra, 
in generale, è accompagnata da una certa deformazione di torsione, 
talché la deformazione risultante è la combinazione di una flessione 
pura e di una torsione. 

Per descrivere la deformazione sarà opportuno procedere come 
segue. Dividiamo la sbarra in tronchi elementari per mezzo di sezioni 
trasversali infinitamente vicine. Muniamo ciascun tronco di un 
sistema di coordinate È, n, È, tutti questi sistemi avendo i loro ri- 
spettivi assi paralleli nella sbarra non deformata, con gli assi & 
allineati lungo l’asse di questa. Nel corso della flessione i sistemi 
di coordinate girano, ed in generale girano in modi diversi; allora 
due sistemi infinitamente vicini si trovano ruotati l’uno rispetto 
all’altro di un certo angolo infinitesimo. 

Sia dg il vettore di rotazione relativa di due sistemi, distanti 
dl lungo la sbarra (si sa che l’angolo di rotazione infinitesimo può 
essere considerato come un vettore allineato lungo l’asse di rotazione; 
le sue componenti forniscono gli angoli di rotazione attorno a cia- 
scuno dei tre assi coordinati). 

Introdurremo per descrivere la deformazione il vettore 


d 
= (18,1) 


che definisce la « velocità » di rotazione degli assi delle coordinate 
lungo la sbarra. Se la deformazione è una torsione pura, la rotazione 
dei sistemi di coordinate consecutivi si effettua soltanto attorno 
all’asse della sbarra, cioè agli assi &. Allora il vettore £ è diretto 
lungo l’asse della sbarra e altro non è se non l’angolo di torsione t, 
utilizzato nel $ 16. Nel caso generale, continueremo a denominare 
angolo di torsione la componente Q; di £. Quando la sbarra effettua 
una flessione pura in un piano, il vettore £ non ha componente &;, 
cioè in ogni punto è contenuto nel piano È, n. Se E, È è il piano di 
flessione, la rotazione si effettua in ogni punto lungo l’asse n, cioè 
Q è parallelo a tale asse. 

Introduciamo il versore t diretto lungo la tangente alla sbarra, 


° . . ° dt > . 
considerata come « linea elastica ». La derivata 3j è come si sa, 


il vettore di curvatura; in valore assoluto è uguale a + ,Rèil rag- 
gio di curvatura ?), la sua direzione è quella della normale principale 


1) Si ricordi che con flessione forte si intende una deformazione tale per 
cui il vettore u non sia piccolo mentre il tensore di deformazione sia, come sem- 
pre, piccolo. 

2) Ricordiamo che una curva sghemba è caratterizzata in ogni punto dalla 
sua curvatura e dalla sua torsione. Non si dovrà confondere questa (di cui non 
faremo uso) con la deformazione di torsione della sbarra attorno al suo asse. 
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alla curva. Si sa anche che la variazione di un vettore in una rota- 
zione infinitesima è uguale al prodotto vettoriale del vettore del- 
l'angolo di rotazione per il vettore stesso. Ne consegue che si potrà 
scrivere la differenza tra i valori del vettore t in due punti infinita- 
mente vicini della linea elastica nella forma 


dt = [dgt] 


ovvero, dividendo per d/, 
di 
via [Lt]. (18,2) 


Moltiplicando vettorialmente per t i due membri di tale uguaglian- 
za, sì ha 


o=|t | + t (9). (18,3) 


La direzione della tangente coincide in ogni punto con quella del- 
l’asse È in questo stesso punto. Allora (t2) = ;. Introducendo la 


RENT dt ; E : 
normale principale n (tale che T=Nx) , sì potrà dunque scrivere 


Q=4 [tn] +69. (18,4) 


A secondo membro si ha il primo termine che è un vettore di com- 
ponenti Q+, Q,. D'altra parte è noto che [tn] fornisce la binormale. 
Allora il vettore di componenti £: e S2, è un vettore collineare alla 


binormale alla sbarra, di modulo Fo - 

Avendo introdotto il vettore € caratterizzante la deformazione 
e trovatene le proprietà, siamo ora in grado di dedurre l’espressione 
dell'energia elastica libera della sbarra flessa. L'energia elastica 
(per unità di lunghezza della sbarra) è una funzione quadratica 
della deformazione, cioè nel presente caso una funzione quadratica 
delle componenti di £. Si vede facilmente che i termini proporzionali 
a Q£2, 0 a 2, non debbono apparire in questa forma quadratica. 
La sbarra è omogenea in tutta la sua lunghezza, quindi ogni gran- 
dezza, in particolare l'energia, non deve variare quando si inverte 
il segno di È, cioè nello scambio è + —5. I prodotti suddetti cam- 
biano segno in questa trasformazione. 

Relativamente al termine £}, ricordiamo che, per 2£ = Q,=0, 
si deve avere una torsione pura e quindi l’espressione dell’energia 
deve ridursi a quella dedotta nel $ 16. Quindi il termine corrispon- 
dente nell’energia libera ha la forma 


col 
i 
7% 
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Infine i termini quadratici in Q£ e L, possono essere scritti 

a partire dall'espressione (17,7) per l’energia di un piccolo tronco 

della sbarra debolmente flesso. Supponiamo che la sbarra sia sotto- 

posta esclusivamente ad una flessione debole. Scegliamo il piano 

E, È come piano in cui avviene la flessione in modo tale che Ne 

scompare. Anche la torsione manca quando la flessione è debole. 

In questo caso l’espressione per l'energia deve ridursi alla forma 
(17,7): 

E 

opì In 


Ora, si è visto che 3 è proprio il quadrato di un vettore piano (<&, 


n). Allora l'energia si può scrivere nella forma 
"E 
Con assi arbitrari È, n, questa espressione diviene 
E 
5 (Inn + 2IneS2nS2 + Ze QÉ), 


dove Z,n: Znt. Ze sono le componenti del tensore di inerzia della 
sezione della sbarra. Torna utile prendere gli assi È ed n come assi 
principali di inerzia della sezione della sbarra. Allora si ha più 
semplicemente 


È (1,0+1,9%), 


I, e I, essendo i momenti di inerzia principali. Poiché i coefficienti 
di Qf e Qi sono costanti, l’espressione dedotta sussiste anche nella 
flessione forte. 

Infine, integrando su tutta la lunghezza della sbarra, si ottiene 
l'espressione per l’energia elastica libera della sbarra flessa 


L] 
Foy= {{BE ot +1E0 + Lot). (18,5) 


Esprimiamo, per il tramite di &, il momento delle forze agenti 
sulla sezione della sbarra. Si perviene facilmente a questo utiliz- 
zando nuovamente i risultati precedentemente ottenuti nei casi di 
torsione pura e flessione debole pura. In torsione pura il momento 
delle forze rispetto all'asse della sbarra è Ct. Se ne deduce quindi 
che, nel caso generale, il momento My; rispetto all'asse È deve essere 
uguale a CL. Poi, in flessione debole nel piano $, $ il momento ri- 


spetto all'asse n è Z52 In una flessione siffatta £ è diretto lungo n, 


R 
la curvatura 1/R è semplicemente uguale al suo modulo, e ii = 
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= EI,. Ne consegue che si deve avere nel caso generale M = 

"EL Ch , My, = ELQ, (gli assi È, n sono coincidenti con gli assi 
dniicinali di ‘inerzia della sezione). Allora per le componenti del 
momento delle forze M si ha 


Me = ET,Q È Mi = EI59n My = CS. (18,6) 


L'energia elastica (18,5), espressa per mezzo del momento dele 
forze, diviene 


Fs =| {i = 3T, SEDIE 2C vo }al i 


Un caso importante di flessione è la flessione debole quando la 
sbarra si sposta di poco dalla sua posizione iniziale su tutta la sua 
lunghezza rispetto alla lunghezza stessa. In questo caso la torsione 
può essere ignorata, e si può porre 2, = 0, col che la (18,4) si riduce a 


-}t=[t-3-]. (18,8) 


Introduciamo un sistema di coordinate fisso nello spazio, z, y, 2, 
con l’asse z coincidente con l’asse della sbarra non deformata (al 
posto del sistema È, n, © solidale in ogni punto alla sbarra). Indi- 
chiamo con X, Y le coordinate x, y dei punti della curva elastica 
della sbarra; X e Y definiscono lo spostamento dei punti della curva 
rispetto alla posizione iniziale prima della flessione. 

Poiché la flessione è debole, la tangente t è quasi parallela all'asse 
z e quindi la si potrà considerare aa approssimativamente lungo 


quest’asse. Peraltro, poiché t -$, si ha 
dt dr dr 
di da < GI 


(la derivata rispetto alla lunghezza della sbarra può essere appros- 
simativamente sostituita alla derivata rispetto a z). Chiaramente le 
d2 X d2Y 
da * da 
Le componenti ©, £2, possono, con la stessa precisione, essere poste 
uguali a £,, £,, quindi dalla (18,8) segue: 


componenti lungo x e y di questo vettore sono uguali a 


d°Y d° X 
i ner Qua gr. (13,9) 


Sostituendo queste espressioni nella (18,5), si ottiene l’energia 
elastica della sbarra debolmente flessa nella forma 


Fiw="5 {{I, ( DE) +1) fa (18,10) 


Ricordiamo che /,, /, sono i momenti di inerzia rispetto agli assi 
x e y che sono assi principali. 
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Nel caso di una sbarra circolare si ha /j, = 7, =/Ze sotto l’inte- 
grale resta la somma dei quadrati delle derivate seconde che è, 
nell’approssimazione sin qui accettata, il quadrato del raggio di 


curvatura: 
d2X \2 di ( d°Y \2__ 1 
dz? dz? CR? 


La formula (18,10) si estende al caso della flessione debole di una 
sbarra (di sezione circolare), di forma qualunque nello stato naturale 
(non deformata). Si scriverà a tal fine l’energia di flessione nella 
forma 
EI ((1 1 \2 

Fa==3- | (1) dz, (13,11) 
R., essendo il raggio di curvatura naturale in ogni punto della sbarra. 
Questa espressione ha, come ci si attende, un minimo nello stato 
indeformato (R = R,) e si riduce alla (18,10) quando R, + 00. 


$ 19. Equazioni di equilibrio delle sbarre 


Siamo ora in grado di dedurre le equazioni di equilibrio di sbarre 
curvate. Consideriamo di nuovo un tronco elementare qualunque 
di sbarra delimitato da due sezioni infinitamente vicine e calcoliamo 
la risultante delle forze che agiscono su tale tronco. Denominiamo 
con F la forza degli sforzi interni applicati alla sezione della sbar- 
ra !). Le componenti di questo vettore sono uguali agli integrali 
di 0; sulla sezione: 


Do |0xdf. (49,4) 


Consideriamo le due sezioni infinitamente vicine come basi dell’ele- 
mento interessato; allora F 4 dF è la forza agente sulla base supe- 
riore, —F quella agente sulla base inferiore e dF la loro somma. Sia 
poi K la forza esterna agente sull’unità di lunghezza della sbarra; 
l'elemento d/ è cosî sottoposto alla forza K di. La risultante di 
tutte le forze agenti su questo elemento è dunque dF + Kd/. Questa 
forza all'equilibrio deve annullarsi, quindi 


dF 
gu — K. (19,2) 
La seconda equazione si deduce dalla richiesta di annullamento 
del momento risultante delle forze applicate all'elemento. Sia M 
il momento delle forze degli sforzi interni agenti sulla sezione; 
questo momento è preso rispetto ad un punto (l’origine) contenuto 
nel piano;della sezione, le sue componenti sono definite dalle (18,6). 
Calcoliamo il momento risultante applicato all'elemento considerato 


1) La notazione F. di/questa forza non può generare confusioni con l'energia 
libera, che non interverrà nel seguito ($$ 19-24). 
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rispetto ad un punto (diciamolo 0) situato nella base superiore. 
Allora gli sforzi interni agenti su questa base danno M + dM. Per 
quanto concerne il momento (rispetto ad O) degli sforzi interni sulla 
base inferiore dell'elemento, questo è composto del momento —M 
degli sforzi rispetto all'origine (punto 0’) e del momento (rispetto 
ad O) della risultante —F delle forze agenti su tale base. Questo 
secondo momento è [(—dl) (—F)], ove dl è il vettore dell’elemento 
di lunghezza della sbarra diretto da 0” verso O. Il momento dovuto 
alle forze esterne K è un infinitesimo di ordine superiore, il momento 
risultante agente sull’elemento è dM +- [d1F]. All’equilibrio deve 
aversi 
dM + [dlF] = 0. 

Dividendo per di e osservando che Si =t è versore tangente alla 
sbarra (considerata come curva geometrica) si ha 


dM 
Si Fg. (19,3) 


Le (19,2), (19,3) costituiscono il sistema completo delle equazioni 
di equilîbrio di una sbarra arbitrariamente incurvata. 

Se le forze esterne che agiscono sulla sbarra sono forze concen- 
trate, cioè applicate in punti isolati, le equazioni di equilibrio si 
semplificano considerevolmente negli intervalli compresi tra i 
punti di applicazione di tali forze. Quando K =0, la (19,2) dà 


F = cost, (19,4) 


cioè gli sforzi interni sono costanti lungo la lunghezza di ciascuno 
dei tronchi in questione. Per fissare i valori di queste costanti, si 
osservi che la differenza F, — F, dei valori della forza in due punti 
I e 2 è uguale a 


F,-F=—-)|K, (19,5) 


dove la somma è estesa a tutte le forze applicate al tronco che va 
dal punto / al punto 2. Notiamo che in F, — F, il punto 2 è quello 
più distante dall'origine delle lunghezze (cioè dell’arco /). Questa 
osservazione è essenziale nella determinazione dei segni nella (19,9). 
Chiaramente se la sbarra è sottoposta ad una forza concentrata f 
agente su un'estremità libera, F è costante su tutta la sbarra, ed è 


uguale ad fÎ. 
Anche la seconda equazione di equilibrio (19,3) si semplifica. 
Scrivendo t = È =S (r è il raggio vettore spiccato da un punto 


fissato ad un punto arbitrario della sbarra) e integrando, si ha (essen- 
do F costante) 


M = [Fr] + cost. (19,6) 
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Se non vi sono forze concentrate e la sbarra è sottoposta soltanto 
a momenti concentrati (cioè a coppie di forze concentrate) è F = cost 
lungo tutta la sbarra ed M subisce nei punti di applicazione delle 
coppie concentrate salti pari ai momenti di queste. 

Consideriamo ora la questione delle condizioni ai limiti, alle 
estremità della sbarra. Si presentano diversi casi. 

Un estremo della sbarra è detto incastrato (fig. 4, a, pag. 64) 
se non è suscettibile di spostamenti, né longitudinali né laterali, 
e se inoltre la tangente alla sbarra in questo estremo non può variare. 
In tal caso le condizioni ai limiti consistono nel fissare i valori 
delle coordinate dell’estremo e del versore tangente t in questo 
punto. La forza ed il momento della reazione si ottengono risolvendo 
le equazioni di equilibrio. 

Un altro caso è quello in cui la sbarra è libera in un suo estremo 
che ha coordinate e direzione arbitrarie. Le condizioni ai limiti si 
esprimono nel fatto che la forza F ed il momento delle forze M sono 
ivi nulli !). 

Se l'estremità della sbarra è articolata, questa non può spostarsi, 
ma può variare di direzione. Il momento delle forze che agiscono 
su tale estremità che può ruotare liberamente è nullo. 

Se infine la sbarra è poggiata in un punto (vedi fig. 4, db), essa 
può scivolare ma non può spostarsi trasversalmente. La direzione 
di t e la posizione del punto d’appoggio della sbarra non sono allora 
dati; il momento delle forze nel punto d’appoggio deve essere nullo, 
poiché la sbarra può ruotare liberamente, e la forza F deve essere 
perpendicolare alla sbarra, perché una componente longitudinale 
continuerebbe a far slittare la sbarra sul suo punto d’appoggio. 

Sarebbe facile continuare a stabilire nello stesso modo le condi- 
zioni ai limiti per altri tipi di vincolo per la sbarra, ma ci limiteremo 
ai casì indicati. 

Abbiamo già detto all’inizio del precedente paragrafo che una 
flessione forte di una sbarra di sezione arbitraria comporta in gene- 
rale una torsione, anche in assenza di momenti di torsione. Fa ecce- 
zione il caso in cui la flessione avviene nei suoi piani principali; 
in tale circostanza la torsione è assente. Una sbarra di sezione cir- 
colare si piega senza torcersi (ovviamente in assenza di momenti di 
torsione). E facile convincersene; la torsione è determinata dalla 
componente £, = (Lt) del vettore £; calcoliamone la derivata 


rispetto alla lunghezza della sbarra. Notiamo che £, = nat , quindi 


dé; 


d 


dM dt 


1) Se all'estremità libera è applicata una forza f, la condizione al limite 
per F diviene ovviamente F = f. 
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Sostituendo la (19,3), il primo termine del terzo membro è zero, 
talché 

da dt 
Per una sbarra circolare /, = /, = /; in virtù delle (18,3), (18,6), 
si può scrivere per M 


dt 
M=E/[tG]+t09 (19,7) 
Moltiplicando per Da i due termini si annullano e quindi 
db 
cali 
pertanto 
(2 = cost. (19,3) 


Resta cosi dimostrato che l'angolo di torsione è costante lungo la 

sbarra. In assenza di momenti torcenti alle estremità, £ è nullo e, 

quindi, come si era annunciato, è nulla ovunque la torsione. 
Per una sbarra circolare in flessione pura si può scrivere 


dt ‘de d?r 
M=zi|t7|-2|F7G] (19,9) 

Sostituendo questa espressione nella (149,3), si ottiene l’equazione 

della flessione pura delle sbarre di sezione circolare nella forma 


EEC |=[F4]. (19,10) 


PROBLEMI 


4. Ricondurre a quadrature il problema della determinazione della forma 
di una sbarra circolare (verga elastica), fortemente flessa in un piano, sotto: 
l’effetto di forze concentrate. 

Soluzione. Consideriamo un tronco di sbarra tra due punti di applicazione 
delle forze; su un tale tronco F = cost. Prendiamo il piano della flessione come 
piano x, y e l’asse y parallelo ad F. Sia 0 l’angolo tra la tangente alla sbarra 
dy 
dl 
della sbarra. Sviluppando i prodotti vettoriali nella (19,10), si ottiene l’equa- 
zione di 0 come funzione della lunghezza dell’arco L: 


d°0 
dl? 


e l’asse y. Allora S=sen 0, cos 0, < e y essendo le coordinate’ dei punti 


IE — Fsen0=0. 


Una prima integrazione fornisce 
IE ( do 


Ei 
5 rm Mes cos 0=c,, 
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quindi 


do 
I= + P\_t_ Co, 1 
z V c,— F così ta Li 


La funzione @ (7) può essere espressa per mezzo di funzioni ellittiche. Per le 
coordinate x = | sen 0 dl, y= | cos 0 dl si ha 


e=+ + V2IE Ve—F cos 0+- cost, 


IE cos 8 d0 
y= + FEE | ——————__-| cost, 2 
2 V c:— F cos 0 v A 
Il momento M (19,9) è diretto come z e vale 
dò 
M =IE ‘di ° 


2. Trovare la forma di una sbarra fortemente flessa, con una delle sue 
estremità incastrata, l'altra libera, sottoposta all’azione di una forza f normale 
alla direzione della sbarra non deformata (fig. 15). 


Fig. 15 


Soluzione. F = cost = f lungo tutta la sbarra. Nell’estremità incastrata 
{= 0) 0= 5 e nell’estremità libera (f=LZ, ove ZL è la lunghezza della sbarra) 


M=0, oe 0’ = 0. Introducendo la notazione 8, = 0 (Z), si ha nella (1) cj = 
= f così: 


1-1 IE | 40 
2f ; V cos do — cos 6 * 
Se ne deduce l'equazione che determina È 


WIRE: 
VE { do 
L= =— | ———___—_,; 
f Y cos do — cos 0 
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La forma della sbarra è data dalle 


/ ZIE 


t= V Ai (V cos 06 do V cos 0, — COS 0), 


E TgiE: 
yS >f 


3. Stesso problema con f, forza applicata all’estremità libera, parallela 
alla direzione della sbarra non deformata. 


cos 8 d0 
dv cos do — cos 6° 


a 


Fig. 16 


Soluzione. Si ha F = —f (gli assi sono scelti come nella fig. 16). Condizioni 
ai limiti: 0= 0 per/=0,0/=0 per/=L. Si ha 
PE o) 
= IE do 
2f ) YVcosì— cos do 
dove 00=9(L) si deduce da 
—_ 8o 
L= V IE { d0 
2f i Y così— così). 


Si ottiene per x e yY 


= E 2IE (V1-cos 0 — V cos 0— cos 00); 


0 
cos 0 d0 
yY= _—= e = 
V# 2 ) V cos 0— cos 00° 
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Se la flessione è debole, 00 € 4, si può scrivere 


MORO GET] De (af 
= | f > 7 02 => V 


cioè 8, scompare da questa soluzione. Questo mostra che, in accordo con i risul- 
tati generali del problema 3, $ 21, la soluzione ricercata esiste solo se f > 33 » 


quando la stabilità della configurazione rettilinea è svanita. 

4. Stesso problema; le estremità sono incastrate, la sbarra è sottoposta ad 
una forza f nel suo punto di mezzo. La lunghezza della sbarra tra i punti di 
appoggio è Lo. 

Soluzione. Scegliamo gli assi come nella fig. 17. La forza F è costante su 
ciascuno dei due tronchi AB e BC e su ciascuno di questi è normale alla sbarra 


Fig. 17 


nei punti di appoggio, che sono rispettivamente A e C. La differenza tra i valori 
di F su AB e su BC è uguale ad f, quindi ne consegue che F sen 0g = — I suAB, 
0, essendo l’angolo tra l’asse y e la linea AC. In A (2 = 0) si hanno le condi- 


zioni 09= > eM=0, cioè 9" = 0, talché su AB 


IT 
Le DA e sia 
la IE V sen è, do 2 IE sen Bb, V 0058 
= aa) var dii ARI i 


ii ene IE na 90 


L'angolo 0, è determinato dalla cnr che la proiezione dell'arco AB 


V cos 6 d0. 


d 


sulla retta AC sia ni * se ne deduce 


Lo ° JE sen 00 cos (0— _cos (0— Bo) 
— — 1_r—————6 d9. 
2 V Î sen 0 
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La derivata SL (f è considerata come funzione di 6,) si annulla e diviene quindi 
0 


hp It 
positiva per un certo valore di 0,, compreso tra 0 e 3:50 6, continua a decrescere 


(crescendo la freccia), f decresce. Questo significa che la soluzione ottenuta di- 
viene instabile, la sbarra si incurva tra i sostegni. 

5. Ricondurre a quadrature il problema della flessione forte sghemba di 
una sbarra sottoposta a forze concentrate. 

Soluzione. Consideriamo un tronco di sbarra tra i punti di applicazione 
delle forze, dove F = cost. Integrando la (19,10) si ha 


dr d?r 
EI (F |> + cF. (1) 


La costante d'integrazione è scritta nella forma di un vettore cF collineare con F, 
poiché, con un’opportuna scelta dell’origine, cioè aggiungendo ad r un certo 
vettore costante, si può fare scomparire un vettore additivo, perpendicolare 
ad F. Prendendo il prodotto scalare e vettoriale della (1) con r’ (l'apice sta ad 
LIIcate la derivazione rispetto ad /) ed osservando che r’r” = 0 (poiché r'? = 1), 
si ha 
F[rr']4- Fr =0, Z£/r° = [[Fr]r'] 4 c[Fr']. 
Tn coordinate cartesiane (asse z lungo F) 
(ey' — ye) + ce = 0, EI2" = —F(a2' + yy). 
Introducendo coordinate cilindriche r, g, z, si ha 
r2p' + cc = 0, £I2" = —Frr'. (2) 
La seconda equazione dà 
F 
fel li _—__r2 
253 2E1 (A Tr )a (3) 


ove A è una costante. Combinando le (2), (3), con l'identità 
ri + rp? + 22 = 1, 


si ottiene 
FIOR li: RENE PRORIARO 
76 e_ rr 1e (Arne Li _ i 
] r?—(r2+ 2) (Ar?) IE 
dopodiché dalle (2) e (3) si deduce 
PE. DI | rie EE circa 
A pra Ar 
4E2]? 
cF (A—r?) dr 
PIT ET | 


rr _—_—____l 
r VA TT (r2-+ c2) (A—r2)? 


che determinano la forma della sbarra curvata. 
6. Una sbarra di sezione circolare è sottoposta a torsione (angolo di torsione 
t) e curvata ad elica. Determinare la forza ed il momento delle forze che debbono 
essere applicate alle estremità della sbarra per mantenerla in tale stato. 
Soluzione. Sia R il raggio del cilindro su cui è avvolta l’elica (asse z come 
asse del cilindro), a l'angolo formato dalla tangente col piano x0y. Il passo 
dell'elica si esprime tramite 4 = 2A tg a. L'equazione dell’elica è 


z= Rcosg, y= Rseng, z=QRtga 
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(g è l'angolo di rotazione attorno a 2). L'elemento d'arco è dl = i dp; sosti- 


tuendo dre espressioni nella (19,7), calcoliamo le componenti di M, quindi, 
tramite la (19,3), la forza F (costante lungo tutta la sbarra). Si trova infine che F 
è diretta lungo z ed ha intensità 


sen & EI 
F,=F=CtT RT RI cos? x sen &. 


Il momento M ha una componente lungo 2 


M,=C7q sen a4E7 così a 


e una componente My diretta in ogni punto della sbarra come la tangente alla 
circonferenza della sezione trasversale del cilindro: My = ; 

7. Trovare la figura d’equilibrio di un filo elastico (con resistenza alla 
flessione trascurabile, confrontata con quella opposta alla trazione) sospeso 
nel campo di gravità per due punti. 


Soluzione. Il piano x, y è il piano del filo, l’asse y l'asse verticale diretto 
verso il basso. Si può trascurare 


dI nella (19,3) poiché M è proporzionale 
a EI. Allora [Ft]=0, cioè F è in ciascun punto collineare a t: F=Ft. 
d 


, e 3 dx \ _ d dy \_ i; 
L'equazione (19,2) dà ora i (FE) = 27 "I =g, dove g è il peso 
dy 


del filo per unità di lunghezza, e quindi FE =c, FAT 
F=Vc*+q?81? e quindi 


= gl. Se ne deduce 


dl 4 dU___l 
dl VAL : di © VATI? 
(con A=i.) . Integrando 
z=AArsh-, y=V 4A7+}? 
da cui segue 
y=Ach=>, 


che è l’equazione della catenaria. La scelta dell’origine e della costante A è 
assegnata dai due punti di sospensione e dalla lunghezza del filo. o 


$ 20. Flessione debole di una sbarra 


Le equazioni di equilibrio si semplificano notevolmente nel 
caso di rilevanza pratica in cui la flessione della sbarra sia debole. 
Parleremo più precisamente di flessione debole allorché il vettore 
tangente t varia lentamente secondo la lunghezza della sbarra, 


cioè se di è piccolo. In altri termini, il raggio di curvatura della 
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sbarra piegata deve essere, in ogni punto, grande rispetto alla sua 
lunghezza. Come conseguenza la flessione che la sbarra subisce 
risulta piccola rispetto alla sua lunghezza. Ma osserviamo che qui 
non si richiede che la flessione sia piccola rispetto allo spessore, 
come avevamo imposto nella teoria approssimata della flessione 
debole delle lamine (vedi $$ 11 e 12)1). 

Si derivi la (19,3) rispetto ad }: 


d°M cd, Fendt 
=lat]+F7] ui 
dt 


dl’ 
omesso (fanno eccezione alcuni casi che esamineremo separatamente 


Il secondo termine, che contiene la quantità piccola è di solito 


più avanti). Sostituendo nel primo termine T= —K, si ottiene 
l'equazione di equilibrio nella forma 
d°M 


Scriviamo l’equazione secondo le componenti, utilizzando le (18,6), 
(13,9): 
Mi, = —EI,V, Mi, — EI,X", M, = 0 (20,3) 


(il segno di derivazione è rispetto a z). Si suppone t allineato con 
l’asse z; allora dalla (20,2) si ha 


EI,X""— K,=0,  ELY"-K,=0. (20,4) 


Queste equazioni determinano le frecce X ed Y in funzione di z, 
cioè la forma della sbarra debolmente flessa. 

Per quanto riguarda la ivrza F degli sforzi interni, che agisce 
su una sezione trasversale, questa può essere espressa mediante le 
derivate di X e Y. Sostituendo la (20,3) nella (19,3) si ha 


F.,= —El,X", F,= —El,Y". (20,5) 


Si vede che le derivate seconde determinano il momento delle forze 
degli sforzi interni, le derivate terze le forze stesse. La forza (20,5) 
è detta sforzo di taglio. Se la flessione è dovuta a forze concentrate, 
lo sforzo di taglio è costante su ogni tronco definito dai punti di 
applicazione delle forze ed ha in ognuno di tali punti una discon- 
tinuità pari al valore della forza esterna applicata. 


1) Non esporremo qui la teoria della flessione per sbarre che nello”stato 
naturale sono curvate, limitandoci agli esempi semplici che vengono esposti nei 
problemi 8 e 9, alla fine del paragrafo. 
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Le quantità EI, ediE/, sono dette rigidità alla flessione rispetti- 
vamente nei piani z, z e y, 21). 

Se le forze applicate alla sbarra agiscono in un piano, anche la 
flessione avviene in un piano, ma in generale questi due piani non 
coincidono; determiniamo l’angolo che formano. Sia a l’angolo 
tra il piano delle forze ed il primo piano principale di flessione 
(piano z, 2). Le equazioni di equilibrio si riscrivono 

nun COSA zan sen a 
X = TE K, Lc T.E K|. 
Le due equazioni differiscono solo per il coefficiente di X, quindi 
X ed Y sono proporzionali 


V=eX i tga. 
1 
L'angolo 6 tra il piano di flessione ed il piano x, 2 è definito da 
tg0=-4 iga. (20,6) 
1 


Nel caso di una sbarra di sezione circolare I, = /,, a = 0, cioè 
la)flessione avviene nel piano d'azione delle forze. Lo stesso avviene 
per una sbarra di sezione arbitraria, quando a = 0, cioè se le forze 
giacciono nel piano principale. Per la grandezza della freccia 


(= VIP 


si ha l’equazione 


EIt"= K, II, 


VI costa + /2 sen? c° 


(20,7) 


1) In determinate condizioni ai limiti la flessione di una lamina sottile 
è ugualmente descritta da un’equazione del tipo 


Dx"" — K,=0. (20,42) 


Si consideri una lamina rettangolare (di lati a, »d e spessore A) fissata lungo 
i lati a (paralleli all’asse y) e piegata secondo i lati è (asse 2) da un carico uni- 
forme lungo l’asse y. Nel caso generale in cui a ce è sono arbitrari, la flessione 
della lamina è determinata dall’equazione bidimensionale (12,5) con le condi- 
zioni al contorno corrispondenti sui bordi incastrati e sui bordi liberi. Nel caso 
limite a > d si può considerare la deformazione uniforme lungo y, e l'equazione 
dell'equilibrio a due dimensioni si riduce ad un’equazione della forma (20,42) 
dove il coefficiente di rigidità è dato da 


Eh3a 
12(1— 0?) ° 
L'equazione (20,4a) è valida anche nel caso limite opposto a « b, la lamina 


venendo assimilata ad una sbarra di lunghezza » e sezione rettangolare (lati 
a ed kh); corrispondentemente 


D= El3= 


D= 


Eh3a 
di 
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Lo sforzo di taglio F è contenuto nello stesso piano di K e vale 
F= <EIC. (20,8) 


La quantità Z gioca il ruolo di « valore efficace » del momento d'iner- 
zia della sezione della sbarra. 

Scriviamo esplicitamente le condizioni ai limiti per le equazioni 
di equilibrio di una sbarra debolmente flessa. Se la sbarra ha un’e- 
stremità incastrata, si avrà X = Y=0 e inoltre Xv =Y" =0 
(tangente invariabile). Dunque le condizioni sono 


Vee xe =0, (20,9) 


Per quanto concerne la forza ed il momento delle forze di reazione 
nei punti d'appoggio, questi sono definiti, nota la soluzione, tra- 
mite le (20,3) e (20,5). 

Quando la flessione è abbastanza debole, per quanto concerne le 
condizioni ai limiti, le situazioni di appoggio puntuale e di artico- 
lazione sono equivalenti. Nel primo caso lo spostamento longitu- 
dinale del punto d’appoggio della sbarra è una grandezza del secondo 
ordine rispetto alla freccia e può quindi essere trascurato. Allora 
le condizioni di annullamento dello spostamento trasversale e del 
momento delle forze si scrivono 


X=Y=0, E 1) (20,10) 


Per la direzione dell’estremità della sbarra e la forza di reazione 
all'appoggio, esse si determinano risolvendo le equazioni. 

Infine, nel caso di estremo libero, devono essere ivi nulle sia la 
forza F che il momento delle forze M. Come conseguenza delle (20,3) 
e (20,5), questo implica 


D'au Sera y” ce, 0, XxX LA ì de Ca 0 (20,11) 
(se c'è una forza concentrata applicata all'estremo libero, F non è 
nulla, ma uguale a questa forza). 

Non è difficile estendere le eanazioni (20,4) al caso di sbarre di 
sezione variabile. In questo caso i momenti d'inerzia sono funzioni 
di z. Le formule (20,3), che determinano i momenti delle forze in 
ogni sezione data, restano immutate. Sostituendole nella (20,2) 
sì perviene a 

d? d*Y d° d°X 
Et (Ig) EIA) = (20,12) 
in cui Z, e 7, non possono essere portati fuori del segno di deri- 
vata. Per quanto riguarda lo sforzo di taglio, si ha 
d d° X | d d°Y 
Fy=-E£ (155). Fy=-E% (197) (20,13) 

Torniamo alle equazioni (20,1). Anche nel caso della flessione 
debole possono sussistere circostanze in cui l’omissione del secondo 
termine nel secondo membro risulti illegittima. Ciò avviene quando 


8—-0630 
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la forza degli sforzi interni che agisce lungo la sbarra è notevole, 
ovverosia F, è grande. Una forza siffatta si origina generalmente 
quando sulle estremità della sbarra agiscono forze di trazione rile- 
vanti. Sia 7, = 7 la tensione longitudinale costante. Se la sbarra è 
fortemente compressa, e non tesa, 7 è negativa. Sviluppando il 


prodotto vettoriale [| F S|. dobbiamo conservare solo i termini in 
cui appaia 7, mentre, come si è fatto precedentemente, i OE 
in F, e 7, possono essere omessi. Sostituendo al vettore S le sue 


componenti X”, Y”, 1, si hanno le equazioni di equilibrio nella 
forma 
I.EX" a DX" su K, = 0, 
DET = (20,14) 
Si vengono ad aggiungere alle espressioni (20,5) dello sforzo di taglio 
i termini dati dalle proiezioni sugli assi 7 ed y della forza 7 colli- 
neare con t: 


F,= —El,X"+ TX", F,=-ELY"+ TY". (20,15) 


Queste formule possono essere dedotte direttamente dalla (19,3). 

Una grande forza 7 può, in certi casi, essere generata dalla fles- 
sione stessa, anche in assenza di speciali forze di trazione applicate. 
Si consideri il caso di una sbarra con estremità incastrate o artico- 
late, senza possibilità di spostamento longitudinale. Nella flessione 
la sbarra si allunga, quindi appare la forza 7. Si valuta facilmente la 
freccia in corrispondenza alla quale detta forza acquista rilevanza. 
La lunghezza L + AL della sbarra flessa è data dall’integrale 


L 
L+AL= | VI+X%-Y" dz 
0 
preso su una retta che congiunge i punti di appoggio. Se la flessione 


è debole, si può usare per l’integrando la formula di Taylor e si 
ottiene per l’allungamento AL: 


L 
io, 3 \(X'°+ Y'2) dz. 
dt: 


La forza di tensione che risulta da una trazione semplice è uguale 
al prodotto dell’allungamento relativo per il modulo di Young e 
per la sezione S della sbarra. Allora per 7 si ha 


L 
DOT ssaa 
T=357- | (X'2-4+-Y'2) dz. (20,16) 


(=i 
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Se l'ordine di grandezza della freccia è 6, le derivate X' e Y° 


sono dell'ordine di ci quindi l'ordine di grandezza dell’integrale 
nella (20,16) è &L= È. er ES (1)? rispettivi ordini di 
grandezza dei primi e secondi termini nelle (20,14) sono ZE DI e 
T > O, EST, . Il momento di inerzia { — hi e S- h?, dove kh 
è lo spessore della sbarra. Sostituendo, si deduce che i primi e secondi 
termini nella (20,14) diventano confrontabili quando 


ò = Ah. 


Quindi, quando una sbarra ad estremi fissi si flette, si possono usare 
le equazioni di equilibrio nella forma (20,4) solo se la freccia è 
piccola rispetto allo spessore della sbarra. Nel caso opposto (ma 
ovviamente sempre nelle condizioni è « LZ), si dovrà far ricorso alle 
(20,14). La forza 7 in queste equazioni non è assegnata a priori; 
nel risolvere tali equazioni 7 è dapprima considerata quale un para- 
metro. Ottenuta la soluzione, che dipende ovviamente da 7, quest’ul- 
tima viene determinata tramite la (20,16), cioè resta cosi assegnata 
dalle forze di flessione applicate alla sbarra. 

Si ha un altro caso limite allorché la resistenza della flessione 
è piccola rispetto alla resistenza alla trazione, e quindi nelle (20,14) 
possono trascurarsi i primi termini rispetto ai secondi. Questo caso 
si realizza fisicamente o con una tensione molto forte, o anche quando 
EI è molto piccolo, per esempio perché % è piccolo (le sbarre forte- 
mente tese sono dette corde). In questo caso le equazioni di equi- 
librio diventano 


Pre TY"+ K,=0. (20,47) 


Dire che le estremità della corda sono fisse significa dire che ne 
sono assegnate le coordinate 


X=Y=0. (20,18) 


Per quanto concerne la direzione delle estremità, questa non può 
essere assegnata arbitrariamente, ma è assegnata dalla soluzione 
delle equazioni. 

Le espressioni delle equazioni di equilibrio di una sbarra debol- 
mente flessa possono essere dedotte da un principio variazionale, 
utilizzando l’espressione (18,10) dell’energia elastica: 


Fy=5- | (I,Y"24- I,X"2) dz. 


All’equilibrio la somma di tale energia e dell’energia potenziale 
delle forze esterne K agenti sulla sbarra deve assumere un minimo, 


8* 
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cioè 
6Fo— | (K,3X +K,96Y)dz=0 


(il secondo termine è il lavoro delle forze esterne in uno spostamento 
infinitesimo della linea della sbarra). Variando 7,p, si integra due 
volte per parti: 


> 3 (X'°de= | x'6xX"di= X"8X"|- 


— | X"8X' da= X"8X' | X"8X|+ | X""8X dz 


vw 


e analogamente per l’integrale di Y”2, Si ottiene cosf 
\ [(EZ,Y"— K,) SY +(EI,X"— K,) 8XPdz+ 
+ EI, (Y"6Y' — Y""6Y)|+EZ2 (X"'6X'—X"8X)|=0. 


Le variazioni 6X, èY sono arbitrarie, quindi dai termini integrandi 
discendono le equazioni di equilibrio (20,4), mentre i termini inte- 
grati danno le condizioni ai limiti; cosi, nel caso di estremità libere, 
le variazioni $X, 6Y, 6X', 6Y' sono arbitrarie e si ritrovano le con- 
dizioni (20,11). Nello stesso tempo, i coefficienti di 6X e 6Y in 
questi termini danno le espressioni (20,5) per le componenti dello 
sforzo di taglio ed i coefficienti di èX' e $Y' le espressioni (20,3) 
per le componenti del momento flettente. 

Infine, si possono ottenere nello stesso modo le equazioni di 
equilibrio (20,14), in presenza di una forza di trazione 7, aggiungendo 
all'espressione dell’energia variata la quantità 


TAL=5 \(X'2+Y"2)dz 


che rappresenta il lavoro compiuto da 7 in un allungamento AZ 
della sbarra. 


PROBLEMI 


41. Determinare la configurazione che una sbarra assume sotto l'azione 
del suo peso, in funzione delle diverse modalità con cui si esplicano i vincoli 
sulle sue estremità. La lunghezza della sbarra è /. 

Soluzione. La configurazione ricercata è assegnata dalla soluzione dell'equa- 
zione 


ai — q 


——————— 


EI 


(q è il peso per unità di lunghezza della sbarra), con le condizioni ai limiti for- 
mulate nel testo. Secondo il modo in cui le estremità della sbarra sono vincola- 
te, si ottengono le forme seguenti e relativi spostamenti massimi (frecce); l’ori- 
gine è fissata in una delle estremità. 
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a) Due estremità incastrate: 


e___I o g20,_n2 | 7)“ dr 
= apr @_D>  S3)=3% ET 
b) Due estremità poggiate: 


celasnoievi ( LA be 5 
= agg (URTO), S(7)33% ET 
c) Una estremità (z = /) incastrata, l'altra (z = 0) poggiata: 
I a si Coi 
c= Z8FÌ z(223— 322 +13), (0,422) =0,0054 EI ' 
d) Una estremità (2 = 0) incastrata, l’altra (2 = 2) libera: 
nd, pala 2 RI Ca 


2. Determinare la configurazione che una sbarra assume allorché è sotto- 
posta all’azione di una forza concentrata /, applicata nel suo punto centrale. 

Soluzione. Si ha ovunque, eccetto che nel punto 2 = //2, l'equazione 0”” = 0. 
Le condizioni ai limiti (z = 0 e z = /) sono determinate dal modo in cui sono 
realizzati i vincoli; nel punto 2 = 2/2 le &, &", 6” debbono essere continue e la 
differenza tra i valori dello sforzo di taglio F = —ZIt”, dall'una e dall’altra 
parte di questo punto, deve essere uguale alla forza f. 

La forma della sbarra (nel tratto 0 < 2 < 1/2) e la freccia sono date dalle 
formule seguenti. 

a) Estremità incastrate: 


Se, L\_ 
6= z8pI © (042); c(3)= 192EI © 


b) Estremità poggiate: 


por, 313 PL 

48EI i 2 48EI 
La forma della sbarra è simmetrica rispetto al centro, pertanto la funzione 
C (2) nel tratto 2/2 < z</ si deduce dalle precedenti con la sostituzione 2 + 
+l1—-z. 

3. Stesso problema per una sbarra in cui una estremità (z = 0) è incastrata 
e l’altra (z = /) è libera e sottoposta ad una forza concentrata f. 

Soluzione. Lungo la sbarra si ha f = cost = f, talché %"’ = —f/EI. Con 
le condizioni è = 0, $' = 0 perz=0e%"=0 perz=/, si ha 


3 
apra ia, to. 


4. Determinare la forma assunta da una sbarra con estremità incastrate, 
sapendo che è sottoposta nel centro all'azione di una coppia concentrata. 

Soluzione. Lungo tutta la sbarra si ha 77""= 0e nel punto z= 2/2 il momen- 
to M = EIC' subisce una discontinuità pari al valore m della coppia concentrata 


applicata. Si ha: 
a) estremità incastrate: 


m 
38 8EIl 


22(1—2z) per 0<z</172, 


m 
e e er 0 SIE > (I, 1) . 
6=— Fei (2) 11-2(1-2)) per U2<2<l 
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b) estremità articolate: 


‘=! (I2—422) per 0<z<1/2, 


Le Li 
t= ra 8-40-2] per Y2<5<L. 


La DonTA sì incurva in senso opposto da una parte e dall'altra del punto z = 
= 1/2. 

5. Stesso problema sapendo che la coppia concentrata è applicata all’estre- 
mità libera della sbarra, mentre l’altra estremità è incastrata. 

Soluzione. Lungo tutta la sbarra M = E/%" = me nel puntoz = 0, &=0, 
U = 0. La forma è definita da 


m 


PE RAR, 0 
= Er” 

6. Trovare che forma assume una sbarra di sezione circolare, con estremità 
articolate, quando è sottoposta ad una forza di trazione 7 e ad una forza di 
flessione f, applicata nel centro. 

Soluzione. Lungo il tronco 0 < 2 < 7/2 lo sforzo di taglio è uguale a //2, 
talché dalla (20,15) segue 


n ___ -U= eil, 
EI° .. 2EI° 


Le condizioni ai limiti: &= 0, Y = 0 per z=0, l; &'=0 per z= 7/2 (in virtù 
della continuità di %). Si ottiene l'equazione che determina la forma della 
sbarra (sul segmento 0 < 2 < 4/2) 


f sh kz TT 
ali) VV. 
SE | ia E) EI 


Per piccoli valori? di X, questa espressione si riduce a quella dedotta nel pro- 
blema 2, b). Per grandi valori di % diviene 


ta: 
6=37 7: 


cioè, in vista delle (20,17), un filo elastico sottoposto alla forza f assume la forma 
di una spezzata con massimo in z = //2. i 

Se la forza 7 proviene dalla trazione della sbarra che risulta dall’applica- 
zione della forza trasversale, bisogna ricorrere alla (20,16) per determinarla. 
Sostituendo in questa l’espressione ottenuta, si ha 


134,0 3°, 4 7_ 8E°1? 
#[3+3% 5-04] TX 


che assegna 7 in funzione di f. 

7. Una sbarra indefinita, di sezione circolare, è sostenuta da una base ela- 
stica, cioè a dire che a seguito di una deformazione essa subisce una forza X = 
= —at, proporzionale alla deformazione stessa. Si determini la forma che la 
sbarra assume a seguito dell’applicazione di una forza concentrata f. _ i 

Soluzione. Assumeremo come origine delle coordinate il punto di applica- 
zione di f. Si ha allora ovunque, salvo che in 2 = 0, 


EIC"" i —ab. 
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La soluzione deve soddisfare alle condizioni ai limiti & (+00) = 0 ed inoltre 
© e ©” debbono essere continue in z = 0; per quanto riguarda la discontinuità 
dello sforzo di taglio 7 = —ZE/0"’ inz= 0 essa deve essere uguale ad f. Una 
soluzione cosî determinata è data da 


t= agire Sl [cos ]z1+sen Biel] B=(757) 


8. Dedurre l’equazione dell’equilibrio di una sbarra sottile (di sezione 
circolare) debolmente flessa, sapendo che la sua forma naturale è un arco di 
cerchio e che la flessione si effettua nel piano della sbarra, sotto l’azione di 
forze radiali. 

Soluzione. Scegliendo l’origine delle coordinate polari r, g nel centro del 
cerchio, scriviamo l'equazione della sbarra deformata nella forma r = a + 
+ t(), ove a è il raggio del cerchio e % lo spostamento radiale dovuto alla 
flessione. Esprimendo il raggio di curvatura in coordinate polari, arrestandoci 
ai termini del primo ordine in &, troviamo 

1_r°—rr"+2r"2 1 + 


Fn gs ——_—_—————+—— _é 6mméTeoo© — — 


(l'operazione di derivazione è relativa a 9). Dalle (18,11) si ha per l'energia 
elastica di flessione 


EL Ci1 12 EI È 
Fo=3- | (77) coegr | ma 
0 0 


ove ®o è l'angolo al centro. L'equazione di equilibrio segue dal principio varia- 
zionale: 
Po 


$Fp— | $tK,a dp=0 
0 


(K, è la forza radiale esterna per unità di lunghezza), con la condizione supple- 
mentare 


Po 
{tap=0 
0 


che, nella presente approssimazione, esprime la condizione di invarianza del 
perimetro della sbarra, cioè l’assenza di variazione della lunghezza totale. 
Utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, si ha 


Po Po 
SFsp | aK,$t dp-+ca | St do=0, 
0 0 


ove x è una costante. Effettuando la variazione ed integrando quindi ripetuta- 
mente per parti il termine in 60”, otteniamo 


{E +24") arte ] 8 d0+ 


+ 4a | i tte [=o. 
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L’equazione di equilibrio è dunque 1) 
EI 15%? #w 
ge (60 +20"+0)_Krta=0, (1) 
l'espressione dello sforzo di taglio 
Ebon 
F=—7(0+t"), 


l’espressione del momento flettente 


EI 
M=7 (+0) 
(cfr. fine del $ 20). La costante a si determina a partire dalla richiesta di inva- 
rianza della lunghezza totale della sbarra. 


9. Trovare la deformazione di un anello circolare sottoposto all’azione di 
due forze concentrate diametralmente opposte (fig. 18). 


l 


D 
Fig. 18 


Soluzione. Integrando l’equazione (1) lungo la circonferenza dell'anello, 
si ha 


2r0a = | K,a dp=?2f. 

Ovunque, eccetto che per f = 0 e pg = x, si ha l'equazione (1) con K, = 0: 
cr 2” di fa3 =) 
tette 


La deformazione cercata è simmetrica rispetto ai diametri AB e CD, quindi 
deve aversi Y/ = 0 in A, B, C, D. La differenza dei valori dello sforzo di taglio 
per p + +0 deve essere uguale ad f. La soluzione dell’equazione di equilibrio 
che soddisfa queste condizioni è 


1 1 TT 1 
t= (++ 9c089— 7 cos e_7 sen ?) ; Osqpg&ar. 


1) In assenza di forze esterne K,=0 e a=0; le soluzioni non nulle 
dell'equazione omogenea dedotta corrispondono ad una rotazione o ad una tra- 
slazione della sbarra. 
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Allora i punti A e B si avvicinano l’uno all’altro di 


ro+ai= (7-4). 


$ 21. Stabilità dei sistemi elastici 


Il comportamento di una sbarra sottoposta all’azione di forze 
di compressione longitudinali è un esempio semplice dell'importante 
fenomeno dell'instabilità elastica, scoperto da Eulero. 

In assenza di forze trasversali esterne di flessione X, e £,, 
le equazioni di equilibrio della sbarra compressa (20,14) hanno la 
soluzione X = Y = 0, corrispondente alla forma rettilinea della 
sbarra, sottoposta ad una forza longitudinale | 7 |. Ma questa solu- 
zione di equilibrio è stabile solo se la forza di compressione | 7 | 
si mantiene al di sotto di un certo valore critico Tort. Finché 
IT|<Tcort, la forma rettilinea della sbarra è stabile rispetto 
a piccole perturbazioni arbitrarie. Detto altrimenti, se la sbarra si 
incurva un poco sotto l’effetto di un’azione debole, di natura qual- 
siasi, essa tende a ritornare nello stato iniziale quando questa forza 
cessa. 

AI contrario, se | T | > Tcrt, la forma rettilinea è una posizione 
di equilibrio instabile. Se un'azione (una flessione) arbitrariamente 
piccola perturba l'equilibrio, la sbarra si piega fortemente. È allora 
evidente che la sbarra compressa non può che restare incurvata. 
Dopo che la sbarra è divenuta instabile, il suo comportamento deve 
essere descritto dalle equazioni della flessione forte. Tuttavia, il 
valore del carico critico Tert può essere dedotto dalle equazioni 
della flessione debole. Per | T | = Tcrt la configurazione rettilinea 
corrisponde ad un equilibrio indifferente, cioè a dire, oltre ad X = 
= Y = 0 debbono esistere altri stati di flessione debole che siano 
stati di equilibrio. Allora si può definire il valore di Tert come 
quel valore di |7 | per cui le equazioni 


EI,X""4|T|X"=0, ELY" +|T|Y"=0 (24,1) 


ammettono una soluzione non nulla. Questa soluzione non nulla 
definisce il carattere della deformazione cui la sbarra viene sotto- 
posta, subito dopo la perdita di equilibrio. 

Qui di seguito trattiamo diversi casi tipici di perdita dell’equi- 
librio dei sistemi elastici. 


PROBLEMI 


1. Determinare la forza di compressione critica per una sbarra articolata 
ai suoi estremi. 

Soluzione. Poiché ci interessa il valore minimo di | 7 | per cui le equazioni 
(21,1) ammettono una soluzione non nulla, basta considerare tra le due equazio- 
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ni quella che corrisponde al minimo tra /; e /,; supponiamo /, < 7. Cerchiamo 
la soluzione dell'equazione E/,X”" + { T| X" = 0 nella forma 


X=A+Bz+Csenkz+ D coskz, 
con k= VIT //EI,. La soluzione non nulla, soddisfacente le condizioni ai 
limiti X = 0, X*= 0 perz= 0,1, è 
X= Csenkz 
e si deve avere sen %kl = 0. Se ne deduce che la forza critica è 


12EI 
Toerit= 12 - . 


Allontanatasi dall’equilibrio, la sbarra assume la configurazione raffigurata 
nella fig. 19, a. 


T T 
b) C) 
7 
7 
Fig. 19 
2. Eguale problema per una sbarra con estremità incastrate (fig. 19, db). 
2 

Soluzione. Tont= re 


3. Stesso problema per una sbarra con una estremità incastrata e l’altra 
libera (fig. 19, c). 
TELI, 
432 
4. Trovare la compressione critica per una sbarra di sezione circolare, con 
estremi articolati e con base elastica (cfr. il problema 7 del $ 20). 
Soluzione. Al posto delle (21,1) si ha l’equazione 


EIX""4+|TIX"btaX=0. 
Uno studio analogo conduce alla soluzione 


0 n2EI alt 
X=Asen_-z, Torit= 12 (n2+ n2n4EI È 


Soluzione. Terit = 


Deve essere considerata solo quella che corrisponde ai valori interi di n” per 
cui Terit è minimo. Per a sufficientemente grandi si ha n > 1, cioè dopo la 
perdita di equilibrio la configurazione della sbarra ha diversi « ventri ». 

5. Una sbarra di sezione circolare è sottoposta a torsione; le sue estremità 
sono incastrate. Determinare il valore critico della torsione oltre il quale la 
disposizione rettilinea diventa instabile. 
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Soluzione. Il valore critico dell’angolo di torsione è determinato dall'in- 
sorgere di soluzioni non nulle delle equazioni di flessione debole della sbarra 
torta. Per stabilire queste equazioni, sostituiamo l’espressione (19,7) 


M= EI [e + 


(t è l'angolo di torsione costante) nella (19,3); si ha 


d%t dt 
EI|t + u=0. 


Deriviamo questa equazione: la flessione è debole, quindi nel derivare il primo 
e il terzo termine si può supporre t costante, uguale al} vettore to diretto 


DI 


lungo l’asse della sbarra (asse z). Ricordando che si è in assenza di forze 


esterne longitudinali e quindi nai = 0, si ottiene 


d3t dt 
EI[to 3 ]+0+-57-=0 


ovvero 
y"" — xyXm= 0, 


AI + uY" a - 


con n=. Introducendo la funzione complessa È=X-+iY si ha l’equa- 


zione $'* — ixém=0. Cerchiamone la soluzione che soddisfi alle condizioni 
E=0, È =0 per z=0, / nella forma E=a(1-4+ixz— e°*7)+ bz2. Si ottiene come 


condizione di compatibilità delle equazioni rispetto ad a e d e'*— Srl i 
quindi X _ ig Leo) La più piccola radice di questa equazione è Hi = 4,59, 
talché 

co B9SEI 

crit CI . 


6. Stesso problema per una sbarra con estremità articolate. 
E 2 
Soluzione. Si ottiene qui &E=a (1 22) tte, dove x è definito 


da e" —=4, cioè xl1=2%. Di conseguenza, l’angolo di torsione critico è 


20EI 
Terit = CI . 


7. Determinare il limite di stabilità di una sbarra verticale sottoposta 
all’azione del proprio peso; la sbarra è incastrata in basso. 
Soluzione. Se la tensione longitudinale F, = 7 varia lungo la sbarra, nel 


primo membro della (20,1) die + 0 e invece della (20,14) si hanno 


I,EX"" a (TX') iosa: K, 


o dl 
o © 


I,EY" — (TY) — Ky 
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Nel presente caso le forze trasversali di flessione sono assenti in tutta la lunghez- 
za della sbarra e 7 = —q (1 — z), dove q è il peso specifico della sbarra e z è 
contata a partire dall’estremità inferiore. Supponendo /, < /, consideriamo 
l’equazione 

I,EX*= TX'= -gq(l—2)X' 
(per z = ! si ha automaticamente X” = 0). L’integrale generale di questa 
equazione per la funzione u = X' è 


u= n!/3 [aJ_ 1/3 (n)+b51,, (N)], 


asp 3 
ic A E 


Le condizioni ai limiti X" = 0 per z=0 e X”= 0 per z= danno per la 
u (n) le condizioni 


gra 
3 El; ° 


u=0 per n= = u'n/8=0 per n=0. 


Per soddisfare queste condizioni occorre porre d = 0, J_, 7 (no) = 0. La radice 
più piccola di questa equazione è ng = 1,87, da cui si ricava la lunghezza cri- 


tica della sbarra 
1/ 
lorn= 1,98 (12). 


8. Una sbarra ha una sezione trasversale schiacciata, cosicché /, > /1. 
Delle due estremità, l’una è incastrata, l’altra è soggetta ad una forza f che 
incurva la sbarra nel piano principale x, z (in questo piano il valore della rigidi- 
tà di flessione è E/,). Determinare il valore critico della forza fcrit, oltre il 
quale la flessione nel piano 7, z diviene instabile, talché la sbarra, torcendosi, 
si incurva nel piano y, 2. 

Soluzione. La rigidità E/, è grande rispetto ad £/, (e rispetto alla rigidità 
di torsione C)?), quindi l’instabilità rispetto all’incurvamento laterale forte 
sopraggiunge quando la flessione nel piano x, 2 è ancora debole. Per determinare 
l’istante in cui si realizza l'instabilità, bisogna scrivere le equazioni dell’in- 
curvamento laterale debole, conservando i termini proporzionali al prodotto 
della forza f, agente nel piano 7, z e degli spostamenti piccoli. Poiché la forza 
concentrata agisce solo sull’estremità libera, lungo tutta la sbarra F = f e nella 
estremità libera (z = /) il momento M = 0; partendo dalla (19,6) si hanno le 
seguenti espressioni per le componenti del momento nel riferimento fisso z, y, 2: 


Mxy= 0, Myj=(1—-z)f, M,=(Y_-Yof, 


dove Y, = Y (/). Proiettiamo questi momenti sugli assi È, n, $ del riferimento 
solidale in ogni punto alla sbarra; conservando solo i termini lineari negli 
spostamenti, si ha 


M;=90-2f, My=(1- 3, 
M= 0-91 T+i(Y Yo) 


dove © è l’angolo di rotazione totale della sezione della sbarra torta (l’angolo 
di torsione T = 2 non è costante lungo la sbarra). D’altra parte, per le (18,6) 


1) Così, per una sezione di spessore % ed altezza db ‘> A si ha 


bh b3h bh3 
gr 
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e (18,9), valide nel caso di flessione debole, si ha 
Mr = —ElY", My= EI,X", My= Co. 
Dal confronto di queste espressioni segue: 
EI,X" =(1—z)f, 
EnY"=-(1—2)f, Cg=(l-2)fY'+(Y-Yo)f. 
La prima equazione determina la flessione principale della sbarra nel piano 
x, 2; il problema è di determinare quel valore di f in corrispondenza del quale 


la seconda equazione e la terza ammettono una soluzione non nulla. Eliminando 
tra queste due la Y si ottiene 
f? 


" s:(ica\tia 2 
v+k° (1-2) 9=0, #=777. 


L’integrale generale di questa equazione è 


q=a VIZz1, (30- 9) +0 VIZI (30-28). 


Nell’estremità incastrata (z = 0) si deve avere p = 0, e nell’estremità libera il 
momento torcente C' = 0. La seconda condizione fornisce a = 0, dalla prima 
2 
segue J _1,, (5) =0. La più piccola radice di questa equazione è > = 2,006, 
quindi 
4,01 VEI,C 
ferit= “e 
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$ 22. Onde elastiche in un mezzo isotropo 


Se nel corpo che si deforma vi è movimento, la temperatura in 
generale non è costante ma varia tanto rispetto al tempo quanto 
localmente. Questo evento interviene a complicare notevolmente le 
equazioni esatte del moto, nel caso di movimenti arbitrari. 

Ma il fatto che la trasmissione del calore da una regione del 
corpo all'altra (per pura termoconduzione) avvenga molto lenta- 
mente, permette di semplificare il problema. Infatti, se non si ha 
praticamente scambio di calore sulla scala dei tempi dell'ordine 
del periodo di oscillazione nel corpo, si può considerare ciascuna 
regione del corpo isolata termicamente, talché il movimento è 
adiabatico. Ora, nel caso di deformazioni adiabatiche, 0; è espresso 
in funzione degli u;, tramite le formule usuali, con la sola differenza 
che al posto dei valori ordinari (« isotermi ») di £ e o occorrerà 
considerare i loro valori adiabatici (si confronti il $ 6). Supporremo 
tale circostanza verificata in tutto il resto del capitolo, talché per 
E e o si debbono intendere i corrispettivi valori adiabatici. 

Per dedurre le equazioni del movimento del mezzo elastico, 
bisogna uguagliare le componenti della forza degli sforzi interni 
d0ik 
dra 
plicate per la densità di massa p: 


alle corrispondenti componenti dell’accelerazione u;, molti- 


le ls 
pu, = sc : (22,1) 


E questa la forma generale delle equazioni del moto. 

In particolare, le equazioni del moto in_un mezzo elastico iso- 
tropo possono scriversi direttamehte, in analogia con l’equàzione 
di equilibrio (7,2), e precisamente si ha 


via E E ; 
pu=<>7Ig) Au Taito ad) grad div u. (22,2) 


Poiché tutte le deformazioni sono supposte piccole, corrisponden- 
temente i movimenti considerati nella teoria dell’elasticità sono 
oscillazioni piccole, dette oscillazioni elastiche o onde. Cominceremo 


dry degne A OÙ 
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col considerare un’onda elastica piana in un mezzo isotropo illimi- 
tato, cioè un’onda per cui la deformazione u dipende da una sola 
coordinata x e dal tempo. Allora nella (22,2) sono nulle tutte le deri- 
vate rispetto a y e zesi ha 

Gua A ou, SAU 0) (022,3) 


«=. ——_ er ro 


(per u, si ha la stessa equazione che per u,), dove si è posto 1) 


Ra E (1—0) PE E 
av sia «eV gira 24 


Le equazioni (22,3) sono ordinarie equazioni delle onde unidi- 
mensionali; c; e c; sono le velocità di propagazione dell'onda. Si 
vede che la velocità di propagazione dell'onda è differente secondo 
che si tratti delle componenti Uzr 0 U, e Uz. 

In tal modo un’onda elastica risulta composta di due onde che 
sì propagano indipendentemente. In una (vu), lo spostamento è 
diretto lungo la direzione di propagazione dell’onda stessa; diremo 
tale onda longitudinale, la sua velocità di propagazione è ci- Nel- 
l’altra (u,, u,) lo spostamento giace in un piano normale alla dire- 
zione di propagazione e la velocità della stessa è cj. Osserviamo che 
in base alle (22,4) la velocità di propagazione delle onde longitudi- 
nali è sempre maggiore di quella delle onde trasversali. Infatti si 


ha sempre *) 
Ci > Ct Vi 5 (22,9) 


Ce c; sono dette rispettivamente velocità longitudinale e trasversale 
del suono. 

Si ricorda che la variazione del volume durante una deforma- 
zione è data dalla somma dei termini diagonali del tensore di defor- 
mazione, cioè u;; = div u. Nell’onda trasversale figurano solo le 
componenti u,, u, e poiché queste non dipendono né da y né da z, 
per una tale onda si ha div u = 0; si deduce che le onde trasversali 
non sono in relazione con la variazione di volume nelle diverse 


1) Diamo anche le espressioni di c; e c; in funzione dei moduli di compres- 
sione e di scorrimento e dei coefficienti di Lamé 


Sr -yV3%, = È 


cr= ] 


2) Poiché o varia in realtà solo tra 0 e 1/, (cfr. nota, pag. 24), si ha sempre 
la disuguaglianza più forte 


CI > Ct VI. 


128 CAPITOLO III 


parti del corpo. Al contrario, per le onde longitudinali si ha div u # 
+# 0; queste onde sono accompagnate da fenomeni di compressione 
e dilatazione. 

La scomposizione di un’onda in due componenti che si propagano 
indipendentemente può effettuarsi anche nel caso più generale di 
un'onda elastica qualunque (non piana) in un mezzo illimitato. 

Riscriviamo la (22,2) introducendo le velocità c; e c;: 


‘u = e? Au + (cì — c3) grad div u. (22,6) 
Scriviamo il vettore u nel seguente modo: 
u=u;+ uu, (22,7) 
dove u, soddisfa la condizione 
divu, = 0 (22,8) 
e per u, sì ha 
rotu, = 0. (22,9) 


È noto dall’analisi vettoriale che una tale decomposizione è sempre 
possibile (si tratta della decomposizione di un vettore nella somma 
di un vettore rotazionale e in un vettore gradiente). 

Sostituendo u = u; + u nella (22,6), segue: 


u+u = A(u + u;) + (cè — c?) grad div u,. (22,10) 
Si applichi ora l'operatore div ai due membri dell'equazione. Si ha, 
tenuto conto che divu, = 0, 


div u, = e? A div u; + (cî — ci) A div u; 
e quindi 
div (u, — cé Au) = 00. 
D'altra parte, anche il rot dell'espressione entro parentesi è nullo 
in virtù della (22,9); ma se rot e div di un vettore scompaiono in 
tutto lo spazio allora questo vettore è identicamente nullo e quindi, 
Lal — Ci fAu = 0: (22,11) 
Applichiamo ora l'operatore rot alla (22,10). Ricordando che 
rot u, = 0 e che rot vp = 0, qualunque sia @, si ha 


rot (u, — c? Au;) = 0. 
Peraltro, anche la divergenza della quantità entro parentesi è nulla 
e perciò 


2 

ct — chAu,=0. (22,12) 
Le equazioni (22,11) e (22,12) sono le usuali equazioni delle onde 

(tridimensionali). A ciascuna di queste equazioni corrisponde la 

propagazione di un'onda elastica, rispettivamente con velocità 
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1 e c;. L'onda (u;) non è accompagnata da variazioni di volume, 
mentre con l’onda (u;) si hanno dilatazioni e compressioni. 
In un’onda elastica monocromatica il vettore d'onda si scrive 


u = Re fuoy (r) e-?®%), (22,13) 
dove u, è funzione delle coordinate. Per w, si ha 
cî Aug + (cì — cì) grad div wu + 0?u, = 0. (22,14) 


che discende dalla (22,6) quando per u si adotti la (22,13). Le onde 
(u;) e (u;) soddisfano rispettivamente le 


Au + kîu, = 0, Au, + kîju; = 0, (22,15) 


(0) (0) 5 è ; P 
dove £, = è k, = 7, sono rispettivamente i vettori d’onda, lon- 
I t 


gitudinale e trasversale. 

Consideriamo infine i fenomeni di riflessione e rifrazione di 
un'onda elastica piana monocromatica sulla superficie di separazione 
di due mezzi elastici diversi. Si noti che il tipo d'onda può, in gene- 
rale, variare a seguito della riflessione o rifrazione. Un’onda inci- 
dente che sia puramente longitudinale o trasversale emerge come 
onda mista, cioè contenente sia componenti longitudinale che tra- 
sversale. Il tipo d'onda non varia (per ragioni di simmetria) se l’in- 
cidenza è normale e se nel caso di incidenza arbitraria si ha un'onda 
trasversale con vibrazioni parallele al piano di separazione. 

Le relazioni che determinano le direzioni delle onde riflesse 
o rifratte possono dedursi direttamente dalla richiesta della costanza 
della frequenza e della componente del vettore d’orda nel piano 
tangente alla superficie di separazione 1). Se 0 e 0’ sono gli angoli 
di incidenza e di riflessione (o di rifrazione), c, c' le velocità delle 
due onde in oggetto, allora 


sen 0 LE (22,16) 


sen 0’ c 


Supponiamo per esempio che l’onda incidente sia trasversale. 
Allora c = c;, è la velocità delle onde trasversali nel primo mezzo. 
Poiché si ha c' = c;, per l'onda trasversale riflessa, dalla (22,16) 
segue: 

0 = 0, 
cioè l'angolo di incidenza e l’angolo di riflessione sono uguali. Ma 
se l'onda riflessa è longitudinale, allora c' = cy, e 


senò _ ci 
sen 0’ ci 


1) Cfr. VI, $ 65. Tutte le considerazioni ivi riportate si applicano integral- 
mente qui. 


9—0630 
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Per la parte trasversale dell'onda rifratta c' = c;, e se l'onda inci- 
dente è trasversale, si ha 


send _ cui 


— 


sen 0” cu 


Nello stesso modo, per l’onda rifratta longitudinale 


PROBLEMI 


1. Determinare il fattore di riflessione per un'onda longitudinale monocro- 
matica con angolo di incidenza arbitrario su un corpo posto nel vuoto!). 

Soluzione. Poiché l’angolo di incidenza è arbitrario, emergeranno a seguito 
della riflessione sia onde longitudinali che trasversali. In base a considerazioni 


Fig. 20 


di simmetria, è evidente a priori che il vettore spostamento nell’onda riflessa 
trasversale è tutto contenuto nel piano di incidenza (fig. 20; ny, n;, n; sono rispet- 
tivamente i versori delle direzioni dell’onda incidente, dell'onda riflessa lon- 
gitudinale e di quella riflessa trasversale, u,, u;, u i corrispondenti vettori 
spostamento). Lo spostamento totale nel corpo è uguale alla somma (per brevità 


si è omesso il fattore comune e!) 
; ile,r ile, 
= Age + Ame ! + A, [an]e * 
(a è il vettore normale al piano di incidenza). I valori assoluti dei vettori d'onda 


d n) * SE se 
sono ky = k = —, k4=— egli angoli di incidenza ®, di riflessione 0; e 0 
0 l ci t ci 0 l t: 


1) Per il caso più generale della riflessione di onde sonore da parte della 
superficie di separazione tra un solido e un liquido, inizialmente propagantisi 
in uno dei due mezzi, si consulti: L.M. Brekhovskikh, Onde nei mezzi 
stratificati, Ed. Accademia delle Scienze dell’URSS, 1957, $ 4. 
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sono legati dalle ©,= 6, sen 0, = sen È a Si ha per le componenti del tensore 
di deformazione sulla frontiera del corpo 
ur = iko (Ao + Ar) cos 0 + iA;k; cos 0; sen 6, 
un = iki(Aht 4), 


Uxy=iko (Ao-A4;) sen 0, c05 00 + > A;ky (cos? 0, — sen? 0;) 


(i fattori comuni'esponenziali sono omessi). Le componenti del tensore degli sforzi 
si calcolano a partire dalla (5,11), che è opportuno riscrivere nella forma 


Gin = 2pc7uig + p (cf — 2c3) unÒ:R- 


Le condizioni ai limiti sulla superficie libera del mezzo danno o;grg = 0, 
quindi 0,, = 0,, = 0e ne derivano due equazioni che permettono di esprimere 
A;e A în funzione di Ay: 


FP c? sen 20; sen 20, — cf cos? 20, 
° c3 sen 20; sen 20,.+c? cos? 20; ’ 


FRENI 1 2c1c: sen 26, cos 20 
* ‘0 c? sen 20; sen 209+ cî cos? 20; * 


A1=> 


Per 09 = Osi ha Aj= —A, 44 = 0, cioè l’onda riflessa è tutta longitudinale. 
Il rapporto della componente normale alla SIPAIci del mezzo della densità 
del flusso d'energia, nell’onda longitudinale riflessa, allo stesso flusso nell’onda 
incidente è 


Analoga relazione si ha per l’onda trasversale riflessa 
At |2 


__ Ct COS 0, 
Aol 


E CI COS do 


Ovviamente R, + Ri=1. 


2. Stesso problema nel caso in cui l’onda incidente è trasversale (e le vibra- 
zioni sono contenute nel piano di incidenza)!). 

Soluzione. L'onda riflessa si compone di un’onda longitudinale e di un’onda 
trasversale con 0, = 0,, c; sen 0, = c; sen è. Il vettore totale spostamento è 


u=[ang] Ape! i n et -+ [an;] Ayett, 
Si ottiene per le ampiezze delle onde riflesse 
Ai _ cì sen 20; sen 209— cf cos? 20, 
do — © sen 20, sen 20,1 e? 6088 DO, * 
A ca 2c;cx sen 26, cos 20, 
A, ci sen 20,;sen20,-+c? cos? 20, 


3. Determinare le autofrequenze delle vibrazioni radiali di una palla ela- 
stica di raggio AR. 


Soluzione. L'origine è fissata nel centro della palla, le coordinate sone 
sferiche. Poiché le vibrazioni sono radiali si ha u = , (r, t), quindi retu= 0. 


i) Se le vibrazioni sono normali al piano di incidenza, l'onda è riflessa 
per intero ed è dello stesso tipo, quindi R;=1. 


9* 
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Introduciamo il «potenziale » di spostamento @ tramite u, = u = dp/dr. 
L'equazione del moto si riduce all’equazione d’onda cî Ap= 9; per le vibra- 
zioni periodiche nel tempo (-e7*°%) segue: 


__ 1 @ o dPR \_ ì O 
Aq = RE de (r \-_k P, k=— , (1) 
La soluzione che si mantiene finita in tutta la palla, origine inclusa, è 


sen kr 


=A_—— 


n 
(si è omesso il fattore temporale). Gli sforzi radiali sono 

Grr= 0 {(cf —2c7) Uni 4 2cfurr}=P{(c} —2cf) Ap+2c? 9") 
o, per la (1), 


1 E. 
3 Om — 0P_4 9”. (2) 
Dalla condizione ai limiti 0, (R)=0, segue: 
tgkR _ 1 


KR 1— (kRc;/2c)® ‘ (3) 


che con le sue radici determina le autofrequenze © = c7k. 

4. Determinare le frequenze delle vibrazioni radiali di una cavità sferica 
in un mezzo elastico illimitato, con c > ci (M. A. Issakoviù, 1949). 

Soluzione. In un mezzo illimitato le vibrazioni radiali di una cavità avven- 
gono con irraggiamento d’onde sonore longitudinali, quindi con conseguente 
perdita d’energia e smorzamento delle vibrazioni. Per c;> c; (cioè KS Ww 
questo irraggiamento è debole e si può dire che si hanno autofrequenze con un 
piccolo termine di smorzamento. 

Cerchiamo la soluziene della (1) nella forma di un’onda sferica divergente: 


eik r 


Dalla (2) si deduce, in virtù della condizione al limite 0,, (R) = 0, 
2 
(xa-2) —4(4—ikR). 
t 


Allora, per c; > c;, si ha 


La parte reale di w fornisce l'autofrequenza delle vibrazioni, la parte immagina- 
ria il fattore di smorzamento. In un mezzo incompressibile (c;} + 00) non esiste 
smorzamento: questo risulta essere un effetto specifico della resistenza del mezzo 
allo scorrimento (u + 0). Osserviamo che in questo caso KR = 2cex/cx« 1, 
cioè la lunghezza l'odda corrispondente a queste vibrazioni è grande rispetto 
ad R (è interessante confrontare questo caso con le vibrazioni di una sfera elastica 
per le quali, per c} > c;, la prima autofrequenza è definita, in virtù della (3), 
dalla relazione 4R = a). 
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$ 23. Onde elastiche nei cristalli 


La propagazione delle onde elastiche in un mezzo anisotropo, 
cioè nei cristalli, è descritta da leggi più complesse di quelle relative 
alla propagazione in un mezzo isotropo. Studiando tali onde si 
dovrà partire dalle equazioni generali 


CIO) DI 00;k 
pU, = dIk 


e per 0;, si utilizzerà l’espressione generale (10,3): 
Cin = MihimUim: 
Concordemente con quanto detto nel paragrafo precedente, si inten- 
derà ovunque con ;,;m i corrispondenti valori adiabatici dei moduli 
di elasticità. 
Sostituendo nelle equazioni del moto 6;x, si ha 


ii QUim __ Mikim _d ( dui dum na 
Pur= Aim gn = 2 deg \dem td) 
4 0?u; 4 0%Um 
ED Aihim drk dI us 2 Lintm drn 021 


Il tensore À;x;m è simmetrico sugli indici / ed m, quindi i due ter- 
mini nel secondo membro sono uguali e le equazioni del moto diven- 
tano 

CI 2 

pui = ;kim om : (23,1) 

Consideriamo un’onda elastica monocromatica in un cristallo; 

si tratta cioè di trovare la soluzione dell’equazione del’ moto nella 
forma di 
| U; = Ug;ei(kr-01) 


(ui sono delle costanti); il legame tra @ e k deve essere definito in 
modo tale che la funzione cosî scritta soddisfi effettivamente la 
(23,1). La derivazione di u; rispetto al tempo fa comparire il fattore 
—io e quella rispetto a zz il fattore iXy. Allora, dopo la sostituzione, 
la (23,4) diventa 


po; = Ainimixk Um: 
Scrivendo u; = òimUm, Ticopiamo l’uguaglianza nella forma 
(00%; m — Minimlnk 1) Um = 0. (25,2) 


E un sistema di tre equazioni omogenee di primo grado rispetto alle 
incognite U,, %,, u,. Questo sistema ammette soluzioni non banali 
solo se il determinante della matrice dei coefficienti è nullo; deve 
cioè aversi 


| Aipimlnki — P0°S;m |=0. (23,9) 
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E un'equazione di terzo grado in ©* che ammette, in generale, 
tre radici distinte. Ciascuna di tali radici definisce la frequenza 
in funzione del vettore k !). Riportando ognuno di questi valori 
nella (23,2) al posto di @, si ricavano le corrispondenti autosoluzioni 
u; (per meglio dire, visto che il sistema è omogeneo, sono determi- 
nati i rapporti tra le tre componenti di u; ma non i loro valori asso- 
luti, talché le u; possono essere moltiplicate per un fattore comune). 

La velocità di propagazione dell’onda (velocità di gruppo) è 
data dalla derivata della frequenza rispetto al vettore d’onda. Nel 
corpo isotropo la frequenza è proporzionale al valore assoluto di k, 


la direzione della velocità U = 2 coincide quindi con quella di k. 


Nei cristalli tale relazione non sussiste e quindi la direzione di pro- 
pagazione non può essere assunta parallela a quella del vettore 
d'onda. 

L'equazione (23,3) mostra che @ è una funzione omogenea del 
primo ordine delle componenti X; di k (se si introduce come inco- 
gnita /k,icoefficienti dell'equazione non dipendono da X). Allora, 


la velocità di propagazione dò una funzione omogenea di grado 


zero in È;; la velocità dell'onda, essendo funzione della sua dire- 
zione, non dipende dalla frequenza. 

In virtù delle tre differenti relazioni tra © e k, si hanno in gene- 
rale, per ogni direzione nel cristallo, tre velocità di propagazione 
distinte delle onde elastiche. Queste velocità coincidono solo in 
certe direzioni eccezionali. 

In un mezzo isotropo a due velocità di propagazione diverse 
corrispondono onde puramente longitudinali e puramente trasver- 
sali. Al contrario, in un cristallo, a ciascuna velocità di propagazione 
corrisponde un'onda, il cui vettore spostamento ha tante compo- 
nenti parallele quante componenti perpendicolari alla direzione di 
propagazione. 

Infine un'osservazione. Per ogni vettore d’onda dato k si possono 
avere nel cristallo tre onde (con differenti frequenze e velocità di 
propagazione). E facile vedere che i vettori spostamento u in queste 
tre onde sono ortogonali. Infatti, fissato k, la (23,3) può essere con- 
siderata come l'equazione che determina i valori principali po? 
del tensore simmetrico (sugli indici i, m) di rango due A;ximkzk1 2). 
Le equazioni (23,2) determinano allora le direzioni principali di 
questo tensore che, come è noto, sono ortogonali. 


1) In un corpo isotropo questa equazione dà un risultato noto: una solu- 
zione ©? = cfk? e due soluzioni coincidenti ©? = cîk?. 
3) In virtù delle proprietà di simmetria di A;z1m si ha 


Minimknki = Maimibnki = Iminibnbi 
L'ultima espressione si distingue da Aka; solo per gli indici muti % ed !, 


I 


e quindi resta provato che il tensore Z;nimipk; è effettivamente simmetrico. 
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PROBLEMA 


Trovare la dipendenza dalla frequenza del vettore d'onda, per onde elastiche 
che si propagano in un cristallo del sistema esagonale. 

Soluzione. Le componenti non nulle di A;p;m, nelle coordinate x, y, 2, sono 
legate alle componenti nelle « coordinate » È, n, 2 (cfr. $ 10) dalle relazioni 


Macao = Ayygy = + d Arxygg = a— di Aoyayg = di 
ococzz Ayyzz 6 Vrzxz = È yzyz = d, bagna 
dove si è posto 
4tntn = & = 2Aeenn = da  2Aenzz= © 2Atznz = d. 


L'asse z è diretto lungo l’asse di simmetria del sesto ordine, la direzione degli 
assi x e y è arbitraria. Scegliamo il piano x, z in modo che contenga k. Allora 


k,= ksen0, k,= 0, k, = kcosì, 


0 è l'angolo tra k e l'asse delle z. Scrivendo la (23,3) e risolvendo segue: 


0î È (b sen? 0+-d cos? 0), 
a 
= {(a-+-5) sen204+- f cos? 0-4+-d + 


+V((a+5—d) sen? 0-4-(d— f) cos? 0]? -+-4 (e + d)? sen? 8 cos? 0}. 


$ 24. Onde superficiali 


Le onde che si propagano nelle vicinanze della superficie di un 
corpo, senza penetrare nel suo interno (onde di Rayleigh), costitui- 
scono un particolare tipo di onde elastiche. 

Scriviamo le equazioni del moto nella forma (22,11) e (22,12) 

2 
La — Au=0 (24,1) 
(u è una qualunque delle componenti dei vettori u,, u;, e c la corri- 
spondente velocità, c; 0 c;) e cerchiamo le soluzioni corrispondenti 
a tali onde superficiali. Supponiamo la superficie del mezzo elastico 
piana (e illimitata); assumiamola come piano x, y e supponiamo 
z<0 nel mezzo. 

Consideriamo un'onda superficiale monocromatica « piana », 

che si propaga lungo l’asse x. Scriveremo per u 


u= eithx-@t)f (2). 


Sostituendo tale espressione nella (24,1), si ha per f(2) 


di _ (1-5) A 


dz? 
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2 . : ARE: i ; 
Se k? Sa <0, l'equazione ha una soluzione periodica, cioè a dire 


si tratta di un'onda piana ordinaria che non subisce smorzamenti, 
in alcuna parte del corpo. Considereremo dunque il caso per cui 


k? — 3 > 0. Si hanno soluzioni del tipo 


f (2) = cost-exp (+ "VA 


la soluzione col segno meno nell’esponente corrisponde ad una defor- 
mazione che cresce indefinitamente con la profondità (cioè per 
z<0); una soluzione siffatta non ha senso e quindi manterremo 
solo il segno più davanti all’esponente. 

Dunque ci siamo ridotti a considerare la soluzione 


u = cost. ei(hx-0t)exz, (24,2) 


u=y R-Si. (24,3) 


Questa corrisponde ad un’onda che si smorza rapidamente con la 
quota, cioè appunto un'onda che si propaga solo in prossimità della 
superficie. x definisce la velocità di tale smorzamento. 

Il vettore di deformazione u è la somma dei due vettori u, e u, 
e ciascuna delle componenti di questi vettori soddisfa l'equazione 
(24,1) con velocità c = c; per upec=c; per u;. Nel caso di onde 
di volume in un mezzo illimitato, queste due componenti sono onde 
che si propagano indipendentemente le une dalle altre, ma nel caso 
di onde superficiali una siffatta separazione in due parti indipen- 
denti non può aversi (a causa dell’esistenza delle condizioni ai limiti). 
Il vettore u deve essere una combinazione lineare di u, e u;. Questi 
due vettori perdono il significato intuitivo di componenti dello 
spostamento parallelo e normale alla direzione di propagazione. 

Per trovare la combinazione lineare di u, e u;, che fornisce il 
vero spostamento u, si dovrà far ricorso alle condizioni ai limiti 
sulla frontiera del corpo. Queste forniscono anche il legame tra il 
vettore d'onda k e la frequenza ©, e quindi la velocità di propaga- 
zione dell’onda. Sulla superficie libera deve aversi g;xrn, = 0. La 
normale n è diretta parallelamente all'asse z, dunque 


dove 


Oxz = 0yg = 0x2. 3 0, 
da cui 
Uxz = 0, Uyzz= 0, (uu, + u,jy) + (1—- 0) u,,=0. (24,4) 


Tutte le grandezze sono indipendenti da y, quindi la seconda di 
queste condizioni diviene 


4 ( duy du, Di 4 du, 0. 


UnTz\ Ga dy 
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Tenuto conto della (24,2), segue: 
Uy een 0. (24,5) 


I 


Quindi in un’onda superficiale il vettore di deformazione u è con- 
tenuto nel piano della direzione di propagazione e perpendicolare 


alla superficie. 
La parte « trasversale » dell’onda u; deve soddisfare alle condi- 


zioni (22,8) div u, = 0, quindi 


QUtx Quiz _ 
dx * 0z =0. 


La dipendenza di u;,e u;, da zezè determinata dal fattore e 
dove x; è dato dalla (24,3) con c = c,, cioè 


iRx+-%z 
y 


La condizione sopra scritta dà allora 
ikuszx + %j3U;z = 0 


0 
Mi E TERROR ci A 
Ut, ik 
Quindi si può scrivere 
ihx+x,2- it 1. ih — it 
Ur, = det un, = — ikae*ta 7108 (24,6) 


dove a è una costante. 
La parte « longitudinale » u, soddisfa la condizione (22,9) 
rotu,= 0, ovvero 


dUIx E QUI, =) 
si 9 


0Z dx 
quindi 
ik, — ina =0 (x, = VE-S) I 
I 
Si deve allora avere 
Us = er uz = — bee (24,7) 


dove d è una costante. 

Utilizziamo ora la prima e la terza condizione (24,4). Esprimendo. 
Un in termini delle derivate di uv; e introducendo le velocità c; 
e c,, riscriviamo tali condizioni 


UL du, — 
Oz na dx =0, 


2 du, 
! 02 


+ (ef — 207) Ge=0. 
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Sostituendo 
Uxz = Ulx + Uta U, = Uiz + Uta; 
la prima delle (24,8) dà 
a (k%° + xî) + 2bkxj=0, (24,9) 
la seconda 


Zactuik + db lcî (x? — k2) + 2c3k°} =0. 
Dividendo questa equazione per cf e sostituendo 


x} — k2— -= — (k2— x) ti : 
da riscriviamo nella forma 
2ax;k + b (k° + xî) = 0. (24,10) 
Le due equazioni omogenee (24,9), (24,10) sono compatibili se 
(E° + ui)? = 4dk2xixa 


ovverosia, quadrando e sostituendo i valori di x3, x} 
2__ 2 \i_ aeree \(p2_ 0 
(2% 7) — 16% (& n ) (* SÈ ). (24,11) 


Si ha cosi un legame tra ® e X. Conviene scrivere 
= cikÈ. (24,12) 
Allora k8 si elimina ed otteniamo per È l'equazione 


E°—8544+8E (3-2-7)_16(1--7)=0 (24,13) 


che mostra che È è un numero che dipende solo dal rapporto i, 


costante caratteristica della sostanza data, funzione del solo modulo 
di Poisson: 


Ovviamente È deve essere positiva ed anche <4 (affinché x, 
© %; siano reali). L'equazione (24,13) ammette una sola radice sod- 
disfacente tali condizioni e pertanto per ogni fissato valore di c;/c, 
s1 ottiene un solo valore di È 

Cosî, come per le onde di volume, anche per le onde superficiali 
constatiamo che la frequenza è proporzionale al vettore d’onda. Il 
coefficiente di proporzionalità è la velocità di propagazione 


W=olt (24,14) 


Quest'ultima determina la velocità di propagazione delle onde 
superficiali in funzione delle velocità c, e c; delle onde di volume 
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trasversali e longitudinali. Il rapporto delle ampiezze della parte 
trasversale e longitudinale dell'onda è dato, noto il valore di È, 
dalla 


un delia 
Sis i (24,15) 


Il rapporto c;/c; varia per diverse sostanze tra 1/V/2 e 0, che corri- 


sponde a variazioni di o tra 0 e !/,. Allora per È si ha l'intervallo 
10,874; 0,955]. La fig. 24 fornisce il grafico di È in funzione di o. 


PROBLEMA 


Uno strato a facce piane parallele, di spessore è (mezzo 7), poggia su un 
semispazio elastico (mezzo 2). Determinare la frequenza in funzione del vettore 
d’onda per onde trasversali entro lo strato, nel caso di vibrazioni parallele 
alle facce. 

Soluzione. Prendiamo il piano z, y coincidente col piano di separazione tra 
strato e semispazio, al semispazio elastico facciamo corrispondere ì valori nega- 
tivi di z; di conseguenza & > z >= 0 nello strato. Ivi si ha 


U,;1 = Ugg 0, Uya = f (z) pi(hx-0®1) 
e per l'onda che si smorza nel mezzo 2 
Uxa = Uz9 9, Uye == Ae*32e'(Rx-@t), Kg = Va e: 
Si ha per f(z) l'equazione 
” 03 
Î +x3f=0, K,= PO 1) | 


(si vedrà che x? > 0), quindi 
f (2) = B sen x,z + C cos x2. 


Sulla superficie libera dello strato (z = 4) si ha 0,, = 0, cioè ds la = 0 e sulla 
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superficie di separazione dei due mezzi (z = 0) 
Uyi1=Uya; bia lag 


(un, us sono i moduli di scorrimento nei relativi mezzi). Da queste condizioni 
erivano tre equazioni per A, B, C e la condizione di compatibilità dà 


Hg%g 
1% ° 


Questa equazione definisce implicitamente @ in funzione di %, e ammette solu- 


te xh = 


e . °° » P (0) ° 
zioni solo per x, e x, reali, talché cs > > Questo dimostra che la pro- 


pagazione è possibile solo se c;s > cy. 


$ 25. Vibrazioni di sbarre e lamine 


Le onde che si propagano nelle lamine e nelle sbarre sottili si 
distinguono necessariamente da quelle che si propagano in un mezzo 
in tutte le direzioni illimitato. Naturalmente ci si riferisce al caso 
di onde la cui lunghezza d’onda sia grande rispetto allo spessore 
della lamina o della sbarra. Nel caso opposto, di onde le cui lun- 
ghezze d’onda sono piccole rispetto allo spessore della sbarra o della 
lamina, queste possono venire assimilate ad un mezzo illimitato in 
tutte le direzioni e quindi si ritrovano quelle relazioni che sono già 
state stabilite per un mezzo siffatto. 

Converrà distinguere le onde con vibrazioni parallele all’asse 
della sbarra o al piano della lamina dalle onde con vibrazioni tra- 
sversali. Cominciamo col trattare il primo caso. 

Una deformazione longitudinale di una sbarra (si tratta di una 
deformazione uniforme su tutta la sezione), la cui superficie late- 
rale non è soggetta a forze esterne, è una trazione o compressione 
semplici. Pertanto, le onde longitudinali nella sbarra sono trazioni 
o compressioni semplici propagantisi lungo l’asse della sbarra. 
Ora, nel caso di una trazione semplice, è diversa da zero solo la com- 
ponente 0,, del tensore degli sforzi (l’asse 2 coincide con quello della 
sbarra), ed il legame tra questa componente ed il tensore di defor- 
mazione è ($ 0) 


du 
c,,= Eu,,=E > i 
Sostituendo nell'equazione generale del moto 
co a 00,k 
i, dxk ’ 
si ha 
2 2 
Cie AREA e SAS (25,1) 
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che è l’equazione delle vibrazioni longitudinali in una sbarra. 
Vediamo che si tratta dell'equazione usuale delle onde, con velocità 
di propagazione 

VE A (25,2) 


Confrontandola con l’espressione (22,4) di c, constatiamo che tale 
velocità risulta inferiore a quella delle onde longitudinali in un 
mezzo illimitato. 

Passiamo ora all'esame delle onde longitudinali nelle lamine 
sottili. L'equazione del moto di tali vibrazioni si scrive subito 


sostituendo nelle equazioni di equilibrio (13,4) — gh sE e 
= Era “ al posto di P, e P, 
du, _1 du ac CATA 65 d°uy, 
E di 1-0% dr TA “dy 3g dx dy * 
2 2 (25,3) 
o d°Uy q_ 9uy 1 d°Uy 4 du, 


——_ —» [ice 


E dt 41-02 dy? 2(414+0) dr? + 30-0) dx dy 


Riferiamoci ad un’onda « piana » propagantesi lungo l’asse 7, 
cioè ad un’onda in cui la deformazione è funzione della sola 7. Le 
equazioni si semplificano considerevolmente e diventano 


0?U x E ur d%Uy E du, 


di — p(i1—0?) dt? di = 2p(1+0) dr? =0. (20,4) 


Si hanno le usuali equazioni delle onde. I coefficienti che vi appaiono 
differiscono per u, e u,. La velocità di propagazione dell’onda con 
vibrazioni parallele alla direzione di propagazione (u,) è 


E 
Vada. (25,5) 


Per quanto concerne la velocità di propagazione (u,), le cui vibra- 
zioni sono perpendicolari alla direzione della propagazione (ma, 
come sopra, situate nel piano della lamina), essa è uguale a quella 
c; delle onde trasversali in un mezzo illimitato. 

Vediamo dunque che le onde « longitudinali » nelle sbarre e nelle 
lamine hanno le stesse caratteristiche delle onde in un mezzo illi- 
mitato; si distinguono da queste ultime solo per la grandezza della 
velocità che, come in precedenza, non dipende dalla frequenza. 
Tutt’altra è la situazione per le onde di flessione nelle sbarre e nelle 
lamine, quando le vibrazioni avvengono normalmente all'asse della 
sbarra 0 al piano della lamina, cioè a dire, onde che trasportano la 
flessione. 
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Le equazioni di tali vibrazioni libere di una lamina possono 
scriversi direttamente partendo dall’equazione dell'equilibrio (12,5). 


A tal fine bisogna sostituire — P con il prodotto dell’accelerazione È 
e della densità superficiale ph. Si ha 


0? h3E 
LISTA 059 


(A è qui l'operatore di Laplace bidimensionale). 
Consideriamo un'onda elastica monocromatica e cerchiamo, di 
conseguenza, una soluzione della (25,6) nella forma 


t= cost. eiSkr- @t) (25,7) 
(beninteso, il vettore d'onda k ha solo due componenti, K, e ky). 
Sostituendo nella (25,6), otteniamo 


RE pa 


— pot aaa = 0. 


da cui discende la relazione tra frequenza e vettore d’onda 


h3®E 
= k3 Valla : (25,8) 


Risulta di qui che la frequenza è proporzionale al quadrato del 
modulo del vettore d'onda, mentre si ricorda che in un mezzo illi- 
mitato la relazione era lineare. 

Nota la relazione tra frequenza e vettore d'onda, se ne deduce 
la velocità di propagazione dell’onda 


00 
U=<7. 


Le derivate di k* rispetto a 4, e È, danno rispettivamente 2%, e 


2k,, quindi si ha 
h>®E 


Dunque U risulta essere proporzionale al vettore d'onda, contraria- 
mente a quanto avviene in un mezzo illimitato, laddove essa è co- 
stante 1) 

Analoghi risultati si conseguono nello studio delle onde di fles- 
sione nelle sbarre sottili. Supporremo che le vibrazioni di flessione 
nella sbarra siano deboli; le relative equazioni del moto si ottengono 
sostituendo nelle equazioni di equilibrio della sbarra debolmente 


flessa (20,4) —A,, —X, con i prodotti delle accelerazioni Xe y, 


1) Il vettore d'onda % = 5 , dove 4 è la lunghezza d'onda; dunque la velo- 


cità di DEODAGSCiono dovrebbe divergere per Z + 0. Questo risultato, assurdo 
da un punto di vista fisico, consegue dal fatto che la (25,9) non estende la sua 
validità al campo delle onde corte. 
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moltiplicate per la densità lineare di massa pS (S è l’area della 
sezione). Si ha 


pSX=EI SZ, pSY=EI, 7. (25,10) 
Ricerchiamone le soluzioni nella forma 
X = cost. e*82-01), Y=cost.eil(%2-01), 


Sostituendo nella (25,10), si ottengono le seguenti relazioni tra 
frequenza e vettore d’onda: 


o-V EL ke, asl 


pS 


(25,41) 


rispettivamente per le vibrazioni nella direzione 7 e y. Corrispon- 
dentemente si hanno le velocità di propagazione 


EI Els 
U®=9 V ok, UO=2 VO 2. (25,12) 


Da ultimo consideriamo il caso particolare delle vibrazioni di 
torsione. Le equazioni del moto in una sbarra per tali vibrazioni 


si ottengono uguagliando C ci (cfr. $ 18) alla derivata rispetto al. 
tempo del momento cinetico della de Boi unità di lunghezza. 


Questo momento è uguale a ri ca , dove 29 è la velocità angolare di 


a 
rotazione (@ è l'angolo di Fota zione della sezione della sbarra in 
esame) e / = \ (x° + y°) df il momento d'inerzia di detta sezione 


rispetto al centro d’inerzia (nelle vibrazioni di torsione pura ogni 
sezione della sbarra effettua vibrazioni rotatorie attorno all'asse 


9° . n ‘ . To) . ° . 
d’inerzia che è fisso). Scrivendo t = = si ha l'equazione del moto 
nella forma 


d%y dp 
Co. (25,13) 
Si vede che le vibrazioni di torsione si propagano lungo la sbarra 
con velocità 
cc 
DI (25,14) 


PROBLEMI 


1. Trovare le autofrequenze delle vibrazioni longitudinali di una sbarra, 
di lunghezza 2, con una estremità incastrata e l’altra libera. 
Soluzione. Nell'estremità incastrata (z = 0) deve aversi u, = 0 e nell’estre- 


mità libera (2 = 2) 0,, = Eu,,= 0, cioè DE = 0. Cerchiamo la soluzione 
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iù 
dell'equazione (25,1) nella forma u,=A cos (0t-+a) sen kz, con k=% V L, 


Dalla condizione in z = / si ha cosk4/ =0e quindi per le autofrequenze 


dove n è un intero. 
2. Stesso problema per una sbarra con entrambe le estremità libere o in- 
castrate. 


Soluzione. In entrambi i casì 


3. Trovare le autofrequenze delle vibrazioni di una corda di lunghezza /. 


“ 


Soluzione. L'equazione del moto è 
0°X  pSs'02X 


(cfr. l'equazione dell'equilibrio (20,17)). Condizioni ai limiti X = 0 per z = 


= 0, l Autofrequenze 
VATI 
o=y pg 


4. Trovare le autofrequenze delle vibrazioni trasversali di una sbarra di 
lunghezza /, con estremità incastrate. 
Soluzione. Ponendo 


X = Xo (2) cos(0t + @) 

nell'equazione (25,10), si ha 
d*Xo 

dz4 


a _PS_ 
Et;* 


L’integrale generale è 
Xo = 4 cosxz + B sen x + C chxz + D sh uz. 


Le costanti A, B, C, D sono determinate dalle condizioni ai limiti X = 0, si = 0 
per z = 0, /. Si ha 
Xo = 4 {(sen xl — sh xl) (cos xz — ch xz) — 
— (cos xl — ch xl) (sen xz — sh xz)}, 
e l'equazione 
cos xl chat =1 


determina con le sue radici le autofrequenze delle vibrazioni. La più piccola 


tra queste èl 
24 / Ely 
Omo=q V_ Gs 


5. Stesso problema per una sbarra con estremità appoggiate. 


“ 


Soluzione. La soluzione è analoga a quella del IO LAI 4. Si ha 
Xo —_ A sen XZ 
e le autofrequenze sono determinate da sen xl = 0, cioè 


u= (n=1,2, ...). 
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La frequenza minima è data da 
9,87 Ely usi 
Omin = <a es 


ni 6. Stesso problema per una sbarra con una estremità incastrata e l’altra 
ibera. 
Soluzione. Si ha per lo spostamento 


Xo = 4 {(cosxZ + ch 2) (cos xz — ch xz)-+(sen xl — sh x2) (sen xz — sh x2z)} 
(l'estremità incastrata è in z = 0, l'altra in z = 2), e l'equazione 
| cos xl chxl +1 = 
per le autofrequenze. La frequenza minima è 
min = aa os 


7. Trovare le autofrequenze delle vibrazioni di una lamina rettangolare 
(lati a e d) a bordi appoggiati. 
Soluzione. Sostituendo 


= Lo (2, y) cos (0t + a) 
nell'equazione (25,6) si ha 
O 3 12 (10?) 
FA VANARA e “Lo =0, xi= oz * 
Prendiamo i lati della lamina come assi coordinati; le condizioni ai limiti (12,11) 
diventano) 


x o: a. 
perz=0, a (=), Ga 0 
02% 
per y=0, d t=0, Qi 
La soluzione che soddisfa tali condizioni è 
to = Asen MIE. sen di 


(m, n sono interi), le frequenze sono 


NE / E n m \2 n\2 
o=h| 19p (1-03) (7) +( 7) l 
8. Trovare le autofrequenze delle vibrazioni di una membrana rettangolare 
(lati 2 e d). 


Soluzione. Equazione delle vibrazioni della membrana 
TAL = phi 


(a: l'equazione di equilibrio (14,9)). I bordi della membrana debbono essere 
issati in modo che $ = 0. La soluzione corrispondente è 


mx RIÙy 
sen 


CT =A sen cos Gf 


e le autofrequenze 


T om? n° 
ere (+4) 
(m, n interi). 


10—-0630 
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9. Trovare la velocità di propagazione delle vibrazioni di torsione in 
sbarre aventi per sezione rispettivamente un cerchio, un'ellisse, un triangolo 
equilatero, e in una sbarra avente la forma di una lamina sottile rettangolare 
molto allungata. 

Soluzione. Per la sezione circolare (raggio AR), il momento di inerzia è 


I= uit prendendo C nel problema 1, $ 16, si ha per la velocità di propagazio- 


ne VE, coincidente con cs. 


Ugualmente (utilizzando i risultati dei problemi 2-4, $ 16), si ha per la 
sbarra a sezione ellittica la velocità 


2ab Mm 
a? + bè p 9 
per la sbarra con sezione a forma di un triangolo equilatero 
"i 
Op 
per la sbarra a forma di lamina rettangolare allungata 


h V u 
2 n 0 * 
Tutte queste velocità sono più basse di c,. 

10. La superficie di un liquido incompressibile infinitamente profondo è 
ricoperta da una lamina elastica sottile. Dedurre il legame tra il vettore d'onda 
ela frequenza lr onde propagantisi simultaneamente nella lamina e nello strato 
superficiale del liquido. 

Soluzione. Si sceglie il piano della lamina come piano 2 = 0, asse x come 
direzione di propagazione, z < 0 nel liquido. Allora, l'equazione del moto si 
scrive, in queste coordinate, per la lamina libera, nella forma 


PA PERRIN i COR 5 

Pot ia — — 12(1—03) dat 
(00 è la densità del materiale della lamina). In presenza del liquido, bisogna 
aggiungere a secondo membro di questa equazione un termine che dia la forza 


con cui il liquido agisce su 1 cm? della lamina, cioè la pressione p del liquido. 
La pressione nell’onda si esprime per mezzo del potenziale della velocità con 


p= —Pp i (si trascura il campo di gravità). Allora si ha 
d h3E 04% 09 
Potza = A-09) da dt | (1) 


La componente normale della velocità del liquido sulla sua superficie deve 
essere uguale alla velocità dei punti della lamina, quindi 


d% _ d@ 

“dt 02 |>0 (2) 
Il potenziale p deve soddisfare in tutto il volume del liquido alla 

CONC 9 

d0r° È 02° i 


Cerchiamo & nella forma $ = tye'#*-®5. Conseguentemente assumeremo come 
soluzione della (3) un'onda superficiale smorzantesi in profondità @ = 
= oe 'l8- 00) è RZ, Sostituendo queste espressioni nelle (1) e (2), otteniamo due 


ONDE ELASTICHE 147 


equazioni per @y @ Go, e dalla condizione di compatibilità si deduce 


lai o 
12(1—0%) (p+hpok) ‘ 


$ 26. Vibrazioni anarmoniche 


Tutta la teoria che abbiamo sin qui esposto sulle vibrazioni 
elastiche è approssimata, nello stesso senso in cui è approssimata 
la trattazione della teoria dell’elasticità fondata sulla legge di 
Hooke. Ricordiamo che per quest’ultima si parte dalla sviluppabilità 
in serie di potenze del tensore di deformazione dell'energia elastica, 
e ci si arresta ai termini del secondo ordine inclusi. Di conseguenza 
le componenti del tensore degli sforzi sono funzioni lineari delle 
componenti del tensore di deformazione, e le equazioni del moto 
sono lineari. 

In questa approssimazione, la connotazione più rilevante per 
un’onda è che essa può essere rappresentata da una semplice so- 
vrapposizione, cioè da una combinazione lineare di onde monocroma- 
tiche. Ognuna di queste si propaga indipendentemente dalle altre 
e può cosi esistere sola, senza essere accompagnata da altri movi- 
menti, di qualsiasi natura. Altrimenti detto, le diverse onde mono- 
cromatiche che si propagano simultaneamente nello stesso mezzo 
«non interagiscono >. 

Tutte queste prop»vietà cessano di esistere non appena si passi 
all’approssimazione successiva. Benché siano piccoli, gli effetti 
delle approssimazioni successive possono giocare un ruolo dominante 
per determinati fenomeni. Questi termini sono di solito denominati 
anarmonici, in quanto le equazioni del moto corrispondenti non 
sono lineari e non ammettono quindi soluzioni periodiche (armo- 
niche) semplici. 

Considereremo qui effetti anarmonici del terzo ordine, indotti 
dai termini cubici, rispetto alla deformazione, nell’energia elastica. 
Sarebbe oneroso scrivere nella forma generale le corrispondenti 
equazioni del moto. Tuttavia si può mettere in luce il carattere di 
tali effetti con questi ragionamenti. I termini cubici nell’energia 
elastica danno origine a termini quadratici nel tensore degli sforzi 
e quindi anche nelle equazioni del moto. Sistemiamo in queste equa- 
zioni i termini lineari a primo membro, quelli quadratici a secondo. 
Risolvendo col metodo perturbativo, in prima approssimazione re- 
stiamo solo con i termini lineari, cioè con equazioni lineari la cui 
soluzione u, può essere rappresentata da una sovrapposizione di 
onde monocromatiche della forma cost-eî(kr-@?) , con certe relazioni 
tra ® e k. Passando alla successiva approssimazione, si scriverà 
u= wu + u,, e nel secondo membro (dove figurano i termini qua- 
dratici) si conserveranno solo i termini in u,. Poiché w è soluzione 
delle equazioni di prima approssimazione, cioè delle equazioni 


10% 
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lineari omogenee, nei primi membri delle uguaglianze i termini 
con by si elidono mutuamente. In definitiva ci si ritrova con un si- 
stema di equazioni lineari non omogenee nelle componenti di u,, 
in cui i secondi membri contengono solo funzioni assegnate delle 
coordinate e del tempo. Queste funzioni, che si ottengono sostituendo 
u, nei secondi membri delle equazioni di partenza, sono somme di 
termini ciascuno proporzionale ad un fattore della forma 
rei (ik) t_(01--@3) #1, ovvero, alternativamente ad un fattore della 
forma e! [(ktk,) r_(0:+0,) tl, con 0;, ©, k,, ky, frequenze e vettori 
d’onda di due onde monocromatiche qualsivoglia, di prima appros- 
simazione. 

E noto che un integrale particolare di equazioni siffatte è la 
somma dei termini contenenti gli stessi fattori esponenziali che 
figurano nei secondi membri, con opportuni coefficienti. Ciascuno 
di tali termini corrisponde ad un'onda che si propaga con una fre- 
quenza ©, + @, e con un vettore d’onda k, + ky (le frequenze 
uguali a somme o differenze di frequenze delle onde iniziali sono 
dette frequenze di combinazione). 

Allora, l’anarmonicità del terzo ordine conduce ad una sovrappo- 
sizione all'insieme delle onde monocromatiche fondamentali (di 
frequenze @,, 0,, ... e vettori d’onda k,, k»,, ...) di «onde» 
di debole intensità con frequenze di combinazione ©; + @®, e vettori 
d’onda k; - k,. Abbiamo messo le virgolette, perché queste « onde » 
rappresentano termini correttivi e non possono sussistere di per sé 
(tranne casi particolari; vedi qui sotto). Osserviamo che in generale 
per le frequenze ©, + ©, e i vettori d'onda k, + k, non sussistono 
più le relazioni che vi sono tra le corrispondenti grandezze delle 
onde monocromatiche ordinarie. 

Ma, naturalmente, si possono avere valori particolari di ®,, ©, 
e k, e k, per i quali le somme (per fissare le idee ci limiteremo alle 
somme) ©, + «+, e k, + k, soddisfano ad una delle relazioni che 
debbono essere verificate dalle onde monocromatiche nel mezzo 
dato. Ponendo 603 = 0, + ©, e k3 = k, + ko, si può dire, dal punto 
di vista matematico, che ©z e k3 corrispondono in questo caso ad 
onde che soddisfano le: equazioni lineari omogenee del moto della 
prima approssimazione. Se nei secondi membri delle equazioni 
del. moto di seconda approssimazione compaiono termini propor- 
zionali a e'lsr_@»9, con' 03 @ ks siffatti, allora si sa che l'integrale 
particolare di queste. equazioni è un ‘onda con questa frequenza e con 
un'ampiezza che cresce indefinitamente nel tempo. 

‘Dunque, la. sovrapposizione di due onde monocromatiche @,, ky 
e’ 0s; ky; per cui le somme ©;, kg soddisfano alla condizione detta, 
conduce, a seguito di effetti di anarmoficità, ad un fenomeno di 
risonanza, cioè nasce una nuova vera onda monocromatica 03, ks 
con un'ampiezza che cresce nel tempo e che quindi, alla lunga, cessa 
di essere piccola. È evidente che se la sovrapposizione delle onde 
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0, ki e ®,, k, dà l'onda ©, ky, la sovrapposizione delle onde 0, 
k, e ©3, kg condurrà ugualmente alla risonanza e darà luogo all’onda 
0, = 03 — ©; k, = k3 — k,, mentre dalla sovrapposizione delle 
onde 0g, k, ® 03, kz risulterà l'onda @,, k;. 

Ora, in un corpo isotropo la relazione tra ® e k è W = c:;È, oppure 
= ci con ci > c;. E facile vedere quando può realizzarsi una di 
queste condizioni per ciascuna delle tre onde: ©,, k;; ©,, k, e 6g = 
= 0, + ©, ky = kx, + k.. Se k, e k, non sono collineari allora 
ks<k,+ k, e quindi risulta chiaro che per siffatti vettori d'onda 
la risonanza si presenta in due soli casi: 1) le onde @,, k; € ©, ky 
sono trasversali e l'onda 03, k3 longitudinale; 2) una delle due onde 
®,, k, 0 ®,, k, è longitudinale, l'altra trasversale e l'onda ©3, k3 
è longitudinale. Se i vettori k, e k, sono collineari, si ha possibilità 
di risonanza quando tutte e tre le onde sono longitudinali o tra- 
sversali. 

L'effetto d’anarmonicità con fenomeno di risonanza appare non 
solo a seguito della sovrapposizione di diverse onde monocromatiche, 
ma anche nel caso di una sola onda @;, k;. Allora, a secondo membro 
delle equazioni del moto si hanno termini proporzionali a e2i(kr-a:t) , 
Ma se la relazione è verificata per la coppia @;, k,, allora (in vista del 
fatto che essa è lineare) viene soddisfatta anche dalla coppia 2@,, 
2k,. Nascono cosi a fianco delle onde monocromatiche già esistenti 
01, k,, a seguito dell'effetto d’anarmonicità, onde 2@,, 2k, con fre- 
quenza e vettore d'onda doppi e la cui ampiezza cresce col tempo. 

Infine delineiamo come si possono formare le equazioni del moto 
tenendo conto dei termini anarmonici. Il tensore di deformazione 
deve ora essere determinato dall'espressione completa (41,3) 


(Li Qu; dur du dui (26,1) 


u ina 
ia T 0Th dz; Ori dk 


dove non si possono più trascurare i termini quadratici in u;. Si 
scriverà quindi l’espressione generale della densità d’energia $ 1) 
per i corpi, con simmetria data, nella forma di uno scalare formato 
con le componenti del tensore u;, e di certi tensori costanti, caratte- 
ristici della sostanza costituente il corpo, facendo figurare la potenza 
di u;, richiesta. Sostituendo quindi l’espressione (26,1) di u;, e tra- 
scurando i termini con potenze troppo elevate di u; si ottiene l’ener- 


gia € in funzione delle derivate ori con la precisione richiesta. 
h 


Per dedurre le equazioni del moto osserviamo che la variazione 
dé può scriversi 
0 du 
e- 00 g 04 
( Qui OXh 
0|—_— 
0Tk 


1) Si ha qui in vista l’energia interna %, e non l'energia libera F, poiché 
si tratta di vibrazioni adiabatiche. 
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ovvero, introducendo 


06 
=) 
nel modo seguente: 
dSu; d 08 
dé = G;k 3 = Ga (Oinbui) — du; n ì 


I coefficienti di —du; sono le componenti della forza per unità di 
volume del corpo; formalmente mantengono la loro forma originaria 
e le equazioni del moto vengono nuovamente scritte come 


co d0;k 
Poldi = dr," 


(26,3) 


Po è la densità del corpo non deformato; le componenti del tensore 
6; sono ora date dalla (26,2) dove € è scritta con la precisione ri- 
chiesta. Si noti che il tensore 0;, non è più simmetrico 1). 


PROBLEMA 


Scrivere l’espressione generale dell’energia elastica di un corpo isotropo 
nell’approssimazione del terzo ordine. 

Soluzione. A partire dalle componenti di un tensore simmetrico di rango 
due si possono costruire due scalari quadratici (uî, e uî?,) e tre scalari cubici 


(u?,, uzuî,, uinu;un1:). Allora la forma generale di un'espressione scalare con- 


tenente termini di secondo e di terzo grado in w;,, con coefficienti scalari (il 
corpo è isotropol) è 


K A C 
2g (T-4) 044 corni La 


e . ® . . . 2 . è e © . ® ®° . 
(i coefficienti di uÎn e di uf; sono stati espressi in funzione dei moduli di compres- 
sione e scorrimento; A, B, C sono tre nuove costanti). Sostituendovi l’espres- 


1) Sottolineiamo che 0;x non rappresenta più la densità di flusso dell’im- 
pulso (il tensore degli sforzi). Nella teoria ordinaria una tale interpretazione 


deriva dall’integrazione della densità di forza di volume Coin nel volume del 


k 

corpo. È allora‘essenziale che, integrando, non si facciano distinzioni tra le coor- 
dinate dei,)punti del corpo prima e dopo la deformazione, trascurando la diffe- 
renza tra queste. Tuttavia, passando alle approssimazioni successive, non è 
più possibile tale omissione, poiché la superficie che delimita il dominio di inte- 
grazione non coincide più con la superficie reale del dominio considerato del 
corpo dopo la deformazione. 

Si è mostrato nel $ 2 che la simmetria di 0;, è connessa alla conservazione 
del momento cinetico: questo risultato qui cade in quanto « la densità di momen- 


to cinetico » deve scriversi non più z;u, — ru, bensi 


(zi + ui) uy — (cy + UL) Ue 
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sione coi di u;, e limitandosi ai termini del terzo ordine inclusi, si ha per 


l’energia elastica 
_M dui dug \2 (5-4) ( dui O 
a 4 | drn | dz; T\3 3 2) Li 
4 du; du, du; | B+K L) 
+(h+ z dar dii 05h 2 3) 
du, ( du, \2, A du; dux du, , B du; duk dui £ ( dui i 
dx, \ dxh 12 dr dx dx; 2 dx dx; dx 3 \ dz; 


Capitolo IV 


DISLOCAZIONI :) 


$ 27. Deformazioni elastiche in presenza di dislocazioni 


Le deformazioni elastiche in un cristallo possono essere prodotte 
non soltanto dall’azione di forze esterne, ma anche generate da difetti 
di struttura interna. Tali sono le dislocazioni, che influenzano neces- 
sariamente le proprietà elastiche dei cristalli. Lo studio delle pro- 
prietà delle dislocazioni dal punto di vista atomico, microscopico, 
non ricade nell’ambito di questo libro; qui ci limitiamo agli aspetti 

macroscopici del fenomeno, che inte- 

S ressano la teoria dell’elasticità. Tut- 

| tavia, al fine di meglio evidenziare il 

e senso fisico delle relazioni qui espo- 
e Ste,ricordiamo, ricorrendoa due esempi 
semplici, quali siano le caratteristiche 

a dei difetti di dislocazione dal punto 
da di vista della struttura del reticolo 


-— ——>@ pn <—» — =-—- ——.r co. > 


®© o 0 0 © o o se cristallino. 

Se — Immaginiamo che si sia inserito 
in un reticolo cristallino (rappresen- 

o e eo 0.0. tato in sezione nella fig. 22) un semi- 

© © o co o o 0 © piano « eccedente » (coincidente nella 


figura con il semipiano superiore y, z). 
Fig. 22 La linea del bordo di questo piano (nel 
disegno, l’asse z perpendicolare al piano 
si denomina in questo caso dislocazione di bordo. L’alterazione della 
struttura del reticolo è grande nelle immediate vicinanze della dislo- 
cazione, ma, già ad una distanza dell'ordine di qualche periodo, 
i piani cristallini hanno riacquistato la loro regolarità. Purtuttavia 
la deformazione non cessa di esistere lontano dalla dislocazione; 
essa si manifesta chiaramente quando si descriva nel piano «, y 
un contorno chiuso attorno all’origine, passante per i nodi del reti- 
colo. Se si definisce a mezzo del vettore u lo spostamento di ogni 
nodo relativamente alla posizione da esso occupata nel reticolo 
ideale, si trova che l'incremento totale di tale vettore non è nullo 
ma che invece è uguale ad un periodo lungo l’asse x. 


1) Ha collaborato alla redazione di questo capitolo A. M. Kossevtò, 
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Un altro tipo di dislocazione può essere rappresentato come segue: 
si « tagli » il reticolo cristallino secondo un semipiano, quindi si 
ruotino, facendole spostare l’una verso l’altra, le due facce del taglio, 
parallelamente al bordo del taglio stesso (dislocazione elicoidale). 
Una tale dislocazione trasforma i piani cristallini in superfici eli- 
coidali. Quando si fa un giro completo attorno alla linea di dislo- 
cazione (asse dell’elicoide), il vettore spostamento dei nodi si incre- 
menta di un periodo, parallelamente a questo asse. La figura 23 
illustra l'esempio in questione. 

n 


L 
Fig. 24 


Dal punto di vista macroscopico, la deformazione di dislocazione 
del cristallo, considerato in quanto mezzo continuo, gode, nel caso 
generale, della proprietà seguente: quando si descrive un contorno 
chiuso arbitrario £ attorno alla linea di dislocazione D, il vettore 
di spostamento elastico u si incrementa di una quantità finita b 
uguale (in grandezza e direzione) ad uno dei periodi del reticolo 
cristallino; il vettore b è detto vettore di Burgers della dislocazione. 
Quanto detto è espresso dalla formula 


@du=® 31 day=—b,, (27,1) 
L L 


Th 


dove il senso di percorrenza del contorno è assegnato dalla regola 
del cavatappi mediante il verso del vettore 7 tangente alla curva 
di dislocazione (fig. 24) !). La curva di dislocazione stessa è il luogo 
dei punti singolari del campo di deformazione. 

E evidente che il vettore di Burgers b è costante lungo la curva 
di dislocazione e che questa curva non può interrompersi all’interno 
del cristallo, i suoi due estremi devono o emergere sulla superficie 


1) Nei casi semplici delle dislocazioni di bordo ed elicoidale sopra esposti, 
le linee di dislocazione D sono rette lungo le quali si ha rispettivamente t L b, 
c || b. Osserviamo che nella fig. 22 le dislocazioni di bordo con b opposti si 
distinguono per il fatto che il semipiano « eccedente » si trova al di sopra o al 
si sotto del piano x, z (si dice di tali dislocazioni che sono di segno opposto). 
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del cristallo, ovvero la curva (come avviene nei casi che si realizzano 
in natura) deve chiudersi su se stessa. 

La condizione (27,1) significa, in altri termini, che in presenza 
di dislocazioni il vettore spostamento è una funzione multivoca delle 
coordinate, che subisce un incremento dato quando si descriva un 
contorno chiuso attorno alla linea di dislocazione. Ma, fisicamente, 
è manifesto che non può esistere alcuna multivocità: l'incremento b 
significa semplicemente una traslazione supplementare dei punti 
del reticolo pari ad un suo periodo, il che non altera in nulla il suo 
stato. 


Sarà comodo per il seguito introdurre la notazione 
Win Gai (27,2) 


che permette di riscrivere la (27,1) nella forma 
è wde,= —hy. (27,3) 
L 


Il tensore (non simmetrico) w;x è denominato tensore di distorsione. 
La sua parte simmetrica dà il tensore di deformazione 


Uun=I (Win + Wai) (27,4) 


In virtù di quanto sopra detto i tensori w;, € u;x (e quindi il tensore 
degli sforzi 0;,) sono funzioni univoche delle coordinate, contraria- 
mente ad u (r). 

La condizione (27,3) può essere riformulata in forma differen- 
ziale. A tal fine si trasformi l’integrale sul contorno L in un integrale 


superficiale esteso ad una superficie arbitraria S7, avente come bordo 
detto contorno 1): 


i ÙWmk 
È Uma dem= | eum == di. 
L 


ori 
Sg 


A mezzo della funzione è bidimensionale, riscriviamo il vettore 
costante b, sotto forma d’integrale esteso alla medesima superficie: 


bi= | 10,6 ®df, (27,5) 


SL 


1) Si realizza la trasformazione tramite il teorema di Stokes sostituendo 
dIm cOn 


dò 
dXm + dfitim dar i I 


dove eiim è il tensore antisimmetrico unità. 
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€ è il raggio vettore bidimensionale contato a partire dall'asse di 
dislocazione nel piano perpendicolare a T nel punto dato. Poiché 
L è arbitrario, l’ugu glianza degli integrali comporta quella degli 
integrandi: 


impe = — tibyd (8). (27,8) 


Questa è la forma differenziale cercata !). 

Il campo di spostamento u (r) attorno alla dislocazione può 
essere scritto nella sua forma generale se è noto il tensore di Green 
G;x (r) delle equazioni dell’equilibrio del mezzo anisotropo dato, 
cioè se è nota la funzione che determina la componente w; creata nel 
mezzo illimitato da una forza unità concentrata nell'origine e diretta 
secondo l’asse degli xy (cfr. $ 8). Questo si può fare facilmente con il 
procedimento formale che ora illustreremo. 

Invece di cercare soluzioni a più valori delle equazioni dell’equi- 
librio, considereremo u (r) come funzione univoca, convenendo che 
essa subisce una discontinuità data b su una certa superficie arbi- 
trariamente scelta S p, che ha per bordo la curva (« maglia ») della 
dislocazione D. Allora, il tensore di deformazione, la cui espressione 
è data dalla (27,4), avrà una singolarità di tipo è sulla « superficie 
di discontinuità »: 


ud = 3; (resbn + rendi) 6 (8), (27,7) 


dove $ è la coordinata contata a partire dalla superficie .S p, secondo 
la normale n (orientata rispetto a t come è indicato nella fig. 24). 

Poiché in realtà non vi sono singolarità fisiche nello spazio 
attorno alla dislocazione, il tensore degli sforzi 0; deve, come già 
detto, essere una funzione univoca e ovunque continua. Ora, si ha 


un legame formale tra il tensore di deformazione (27,7) ed il tensore 
degli sforzi 09 = X,,;mU, che ha anche lui una singolarità sulla 
superficie $S p. Per eliminarlo, bisognerà introdurre forze di volume 
fittizie, distribuite su Sp, con una certa densità f(9). Le equazioni 


dell'equilibrio, in presenza di forze di volume, hanno la forma 
ite + f(® = 0 (cfr. la (2,7)). Allora, si dovrà porre 


f) S 
(a 20 e Sim (27,8) 
( drh ihklm drR o L) 
In questo modo il problema della ricerca di una funzione multivoca 
u (r) è ricondotto a quello della ricerca di una funzione univoca ma 


1) Osserviamo, per evitare ogni possibilità di fraintendimento, che sulla 
linea di dislocazione stessa (È + 0), in quanto luogo di punti singolari, la rap- 
presentazione di w;, come derivate (27,2) perde di senso. 


156 CAPITOLO IV 


discontinua, in presenza di forze di volume definite dalle formule 
(27,7) e (27,8). Ci si può servire ora della formula 


qu, (©)= | Gy (er) ff (1) dv. 


Sostituendo in questa la (27,8), integriamo per parti; ciò fatto, 
l'integrazione della funzione è è banale e si ottiene 


Ui (r) = —— A jhtmOm ) ni *- Gi; (r-r') dj' (27,9) 


D 


che fornisce la soluzione del problema '). 

La deformazione (27,9) assume una forma molto semplice quando 
si sia lontani dalla maglia della dislocazione chiusa. Se si suppone 
tale curva situata nelle vicinanze dell’origine, a grandi distanze r\ 
(rispetto alle sue dimensioni lineari), si ha 


0Gij (1) 
dr, ® 


: (27,10) 


ui (r)= —A;rimdim 


ove 


4 . 
din = Sibna S;= | ra di=5em Yz, dz, (27,41) 
D 


= Sp 


dove e;n; è il tensore antisimmetrico unitario. Il vettore assiale S 
ha come componenti le aree delimitate dalle proiezioni della curva D 
sui piani normali agli assi delle coordinate corrispondenti; il tensore 
dix vienefchiamato tensore del momento di dislocazione. Le compo- 
nenti del tensore G;; sono funzioni omogenee di primo grado in 
X, Y, z, (cfr. pag. 42); allora dalla (27,410), per u,: u; co 1/72. Il 
corrispondente campo degli sforzi 0; co 1/P3. | 

È ugualmente semplice ricavare l'andamento della dipendenza 
degli sforzi elastici rispetto alla distanza attorno ad una dislocazione 
rettilinea. In coordinate cilindriche z, r, @ (asse z allineato con 
l'asse della dislocazione) la deformazione verrà a dipendere solo 
da r e q. L’integrale (27,3) non deve, chiaramente, variare in una 
trasformazione omotetica arbitraria di ogni contorno nel piano z, y. 
Questo evidendemente è possibile solo se tutti i w;x © 1/r. Poiché 


1) Il tensore G;; per un mezzo anisotropo è stato dedotto nell'articolo dì 
I. M. Lifsits e L. N. Rosentsveig, citato a pag. 41. Questo tensore è in generale- 
molto complicato. Nel caso di dislocazioni rettilinee, quando si tratti un pro- 
blema piano di elasticità, può essere più vantaggioso risolvere direttamente le 
equazioni dell’equilibrio. 
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anche il tensore u;, viene ad essere proporzionale a questa potenza 
di 1/r, ne consegue che lo stesso si otterrà per il tensore degli sforzi 
O;g DM 1/r DI 

Finora abbiamo trattato soltanto delle dislocazioni, ma le for- 
mule dedotte mantengono la propria validità anche per deforma- 
zioni provenienti da altri difetti della struttura cristallina. Le 
dislocazioni sono difetti di struttura lineari, ma si trovano anche 
difetti tali che l'alterazione della struttura si osserva all’intorno 
di una superficie 2). Dal punto di vista macroscopico, un difetto 
di questa specie può essere descritto come una superficie di discon- 
tinuità su cui il vettore spostamento u fa un salto (ma, in virtù 
delle condizioni d’equilibrio, gli sforzi 0; restano continui). Se il 
salto b è costante su tutta la superficie una tale rottura di regolarità 
non differisce, dal punto di vista delle deformazioni prodotte, da una 
dislocazione (situata lungo il suo bordo). Soltanto si ha che il vettore 
b non risulta uguale ad un periodo cristallino. D'altra parte, la 
superficie $ p, precedentemente introdotta, non è più arbitraria ma 
è assegnata dalla superficie di discontinuità fisica. Una certa energia 
supplementare è connessa a una tale superficie di discontinuità e 
può essere descritta introducendo la tensione superficiale corri- 
spondente. 


PROBLEMI 


1. Scrivere, in funzione del vettore spostamento?), le equazioni differen- 
ziali di equilibrio per una deformazione da dislocazione in un mezzo isotropo. 
Soluzione. In termini di tensore degli sforzi o del tensore di deformazione, 


Loc, Ge aL 00; 3 
le equazioni di equilibrio hanno la forma usuale Fa = 0, ovvero, sostituendo 
k 


a G;x la sua espressione (5,11), 


=0. (4) 


1) Osserviamo l’analogia tra il campo di deformazione elastica attorno alla 
linea di dislocazione ed il campo magnetico di correnti lineari continue; il 
ruolo dell’intensità di corrente è qui rilevato dal vettore di Burgers (deve essere 
costante lungo la linea di dislocazione nello stesso modo in cui deve esserlo 
l'intensità di corrente). Tali analogie emergeranno chiaramente nel seguito 
della trattazione. Tuttavia, senza dire della natura completamente diversa dei 
due fenomeni fisici, l'analogia è meramente formale e sprovvista di qualsivoglia 
senso, proprio in vista della differenza nel carattere tensoriale delle grandezze 


corrispondenti. 


2) Un esempio noto di tale genere di difetti è dato da uno strato sottile 
emitropo nel cristallo. 


3) Il senso fisico del problema, per quanto concerne l’isotropia del mezzo, 
è puramente convenzionale poiché le dislocazioni reali sono proprie solo dei 
cristalli, cioè dei mezzi anisotropi. Purtuttavia, questi problemi. presentano 
un certo interesse, servendo ad illustrare la teoria. 
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Passando al vettore u, bisogna tenere conto della condizione differenziale (276). 
Moltiplicando la (27,6) per e;x, e contraendo su i e &, si ha!) 


SIonh don __ 
Fra d°n [tb]n 6 (8). (2) 
Riscrivendo la (1) nella forma 
1 dwi 1 dwi o dui _ 
Dda ® de Ido de, 


e sostituendo la (2) in questa uguaglianza, si trova 


dWki 1 dui _ 
Fn a “ani =[tb]; è (È). 


Passando ora, secondo la (27,2), ad u, abbiamo l’equazione che si cercava per 
la funzione multivoca u (r), nella forma 


Au+--— Vdivu=ltb] 8 (3). (3) 


2. Determinare la deformazione attorno ad una dislocazione rettilinea 
elicoidale in un mezzo isotropo. 

Soluzione. Scegliamo le coordinate cilindriche z, r, @ con l’asse z allineato 
con la linea della dislocazione; vettore di Burgers: d, = è, = 0, db, = d. E evi- 
dente, per ragioni di simmetria, che lo spostamento u è parallelo all'asse ze non 
dipende dalla coordinata z. L’equazione di equilibrio (3) del problema 4 si 
riduce a Au, = 0. La soluzione che soddisfa la condizione (27,1) è?) 


CORI d 
272 
I tensori u;n e GC; hanno soltanto le componenti 
_ bd 
“set tar 0a 


non nulle, quindi la deformazione è un puro scorrimento. 
L'energia libera di dislocazione (per unità di lunghezza di dislocazione) 
é data dall’integrale 


2 47 .r 


che diverge logaritmicamente nei due estremi. Si prenderà per estremo inferiore 
una quantità dell'ordine delle distanze atomiche (-b), per cui la deformazione 
è grande e la teoria macroscopica diviene inapplicabile. L'estremo superiore è 
determinato dalle dimensioni dell'ordine di grandezza della lunghezza £ della 


dislocazione. Allora 


2 
P=4 fausgom ave dt [d - 


ho n È 
49 Li b° 


Per quanto riguarda l’energia di deformazione nel « cuore » della dislocazione, 
nelle vicinanze del suo asse (nelle regioni in cui l’area della sezione è -—b?), 


1) Ricordiamo che 


CilmEf ikn = Sinbmn i SinOmk . 


2) In tutti i problemi con dislocazioni rettilinee © è diretto nel verso delle 
z negative. 
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la si può prendere —pb?. Per In (Z/b) > 1, questa energia è piccola rispetto al- 
l'energia del campo della deformazione elastica!). 

3. Determinare gli sforzi interni in un mezzo anisotropo attorno ad una 
dislocazione elicoidale perpendicolare al piano di simmetria del cristallo. 

Soluzione. Scegliamo il sistema di coordinate z, y, z, in modo tale che 
l’asse z sia l’asse della dislocazione (nuovamente d, = b). Il vettore u è ridotto 
nuovamente ad una sola componente non nulla «, = v (x, y). Il piano z, y è 
piano di simmetria, quindi tutte le componenti di À;x;m contenenti z un numero 
dispari di volte sono nulle. Dunque per 0;, si hanno solo due componenti nor 
nulle: 


du du 
Oxz=xzxz di tAxzyz dy , 


du du 
Oyz= Ayzxz TARA A yzyz dy i 


Introduciamo il vettore o ed il tensore Axg bidimensionali: 0a = Gaz: dap = 
= Xazpz (« = 1, 2). Allora 

du 

Ca =qB dI A 


e l'equazione di equilibrio si scrive div o = 0. La soluzione cercata di questa 
equazione è quella che soddisfa la (27,1): ® Vudì = ». Posto in questa forma, 


il problema coincide con quello della ricerca dell’induzione e del campo ma- 
gnetico (rappresentati qui da o e Vu)in un mezzo anisotropo (di permeabilità 
magnetica 4g) attorno ad un filo percorso da una corrente di intensità I = 
— cb/4n. Utilizzando la soluzione di questo problema, nota dall’elettrodina- 
mica, si ha (cfr. VIII, $ 29, problema 5) 


ER RO a 
23 VALZESSTE RETE i 


dove | 4 | è il determinante del tensore %ap. 

4. Determinare la deformazione attorno ad una dislocazione di bordo retti- 
linea in un mezzo isotropo. 

Soluzione. Sia z l’asse scelto allineato con la linea della dislocazione, e il 
vettore di Burgers: d, = d, d, = dè, = 0. Dalla simmetria del problema di- 
scende che il vettore di deformazione è tutto nel piano x, y e non dipende da z, 
talché il problema è piano. Nel seguito del problema, tutti i vettori sono nel 
piano <, y, e le operazioni vettoriali si effettuano in questo piano. 

Ricerchiamo la soluzione dell'equazione 


Oz 


1 ; ; 
Aut+37 Vdivu= — bi6 (r) 


(vedi problema 1; j è il versore dell’asse y), nella forma u = u‘® -+- w, dove 
u‘® è il vettore di componenti 


d b 
(0) — (0) — 
ue =, up=-a ln r 


1) Queste stime hanno validità generale e si estendono al caso di dislo- 
cazioni qualunque (non solo elicoidali). Bisogna osservare che in generale 
i valori di In (Z/b) non sono cosi grandi e che quindi l'energia del «cuore» 
della dislocazione costituisce una parte notevole dell’energia totale di di- 
slocazione. 
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(parte immaginaria e reale di (5/2) ln (2 + iy)); r, fi sono le coordinate polari 
nel piano x, y. Questo vettore soddisfa la (27,1) e roblema è ricondotto 
«alla ricerca della funzione univoca w. Poiché, come è st e verificare 


div u® = 0, Au = bjé (r), 
w soddisfa l’equazione 
4 . i 
Awt 737 Vdivw= — 2 j6 (r). 


E l'equazione di equilibrio sotto l’azione di forze concentrate lungo l'asse z 
con densità di volume 5 TUA 9) $ (r) (cfr. l'equazione (1) nel problema del $ 8). 
Con il tensore di Green per un mezzo illimitato, trovato in questo problema, 
‘w si ottiene dall’integrale 


___ 5 [940] 1 7,5 -VRxz7? 
voggicni [+8 ]e R=VP+s3, 
) 
Si trova infine 
b 
aa {arote-7 tao TI n) THE remi 
b ito x° 
‘77 Za \ 2A per Ve+#+a=3 = 0) #}. 
Il tensore degli sforzi che si ca di qui ha componenti cartesiane 
y (3x2-{- y?) y (a°— y?) x(x2_y?) 
Uxa= 00 (ipy » =D pg: STD pp 
@ componenti polari 
COS 
Or = pp = — bD i . O,p=0dD ha , 


con D=pu/21(1—0). 

5. Un numero infinito di dislocazioni identiche, di bordo, rettilinee, paral- 
lele in un mezzo isotropo, sono contenute in un piano perpendicolare ai loro 
vettori di Burgers, alla distanza 4 l’una dell’altra. Trovare gli sforzi di scorri- 
ga creati da un tale « muro di dislocazioni », a grandi distanze (rispetto 
ad kh) 

Soluzione. Supponiamo le dislocazioni parallele all'asse z e contenute nel 
piano y, 2. Secondo quanto trovato nel problema 4, lo sforzo totale creato da tutte 

dislocazioni nel punto x, y è dato dalla somma 


Ca t 22 (j— nh)? 
deg (#, De DEFUN 


v nE=-=-00 


Riscriviamola nella forma 


Oxy= — bD > È (a, B)t+a. Sol, 


dove 
00 4 a | 
J{(a, B)= D at(f=n)?' a=t7, p=ti. 


n= — 0 
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Usando la formula di Poisson 


(0.0) (°°) 


Di f(n)= dI | 1(2) e2MA= de 


n="— 00 h=—-c0 — 00 


sì trova 


00 P | | 00 oriht 
J(a, B)= | E 42 Ro SI q0sinb { TE ” 
— 00 (o ©) 


= LC di e 29R% cos 2rkB. 
h=1 


Per a = z/h% 1, si può arrestare la somma al primo termine, e si ha corrispon- 
dentemente 


Cxy = 402D LE e 29Ih cos (204 ; 


Si vede cosi che gli sforzi decrescono esponenzialmente quando ci si allontani 
dal muro. 


$ 28. Azione del campo di sforzi sulla dislocazione 


Consideriamo una maglia di dislocazione D nel campo di sforzi 
elastici oi9 creati da carichi esterni dati, e calcoliamo la forza a cui 
questa è sottoposta in tale campo. 

In virtù delle regole generali, bisogna a tal fine trovare il lavoro 
6R effettuato dagli sforzi interni in uno spostamento infinitesimo 
della curva D. Se 6u;, è la variazione del tensore di deformazione 


dovuta a questo spostamento, si ha, tenuto presente la (3,1) 1), 


6A= — \ SO SU; dV. 
La distribuzione degli sforzi 05 è supposta indipendente dalla 
posizione della dislocazione, quindi il segno di variazione è può 
essere portato fuori dell'integrale. Tenuto poi conto della simmetria 


C] . . 7° Ù 80°) . 
del tensore ol e dell'equazione di equilibrio 3 = 0, scriveremo 
Th 


6R= —è | o UR dV= —$è \ 0 FE dv — 


Sn 
Là | 3 (0 un) dY. (28,1) 


1) Per evitare ogni malinteso, sottolineiamo che du; è in questa formula 
(secondo il significato di questa grandezza nella (3,1)) la variazione (geome- 
trica) totale della deformazione a seguito di uno spostamento infinitesimo della 
dislocazione; essa è costituita, nel caso presente, dalla parte elastica e dalla 
parte plastica (vedi paragrafo successivo). 


11-0630 


162 CAPITOLO IV 


Considereremo, secondo quanto esposto al paragrafo precedente, 
u come una funzione univoca, discontinua su una certa superficie 
S p che si appoggia alla linea D. Allora, si può trasformare l’inte- 
grale di volume (28,14) in integrale su una superficie chiusa passante 
per il bordo superiore ed inferiore del taglio di Sp, raccordati da 
una superficie laterale infinitamente stretta (un tubo), inviluppante 


la linea D. I valori di 0), che sono continui, sono identici sui due 
bordi, quelli di u differiscono della grandezza data b. Si ha dunque 1) 


SR=— by 6 \ ol df,. (28,2) 
Sp 
Sia ér lo spostamento di ogni elemento della linea di dislocazione 


dl. Questo spostamento provoca la variazione dell’area di Sp; si 
ha Sf = [6r dl], cioè 


Of; = €imp0tm dla = Cimadimt, dI. 


Allora, il lavoro (28,2) può essere scritto nella forma di un integrale 
di linea esteso alla curva della dislocazione: 


SR= — È breimnOti Xmtn di, 
D 


dove T è il vettore tangente a D. 

Il coefficiente di è7,, nell'espressione integranda, cambiato di 
segno, è la forza f,, agente sull'unità di lunghezza della linea di 
dislocazione. Cioè si ha 


fi = Cin1taOimOm (28,3) 
(M. Peache J. Koehler, 1950). Notiamo che la forza f è normale a t, 


cioè alla linea di dislocazione, come anche al vettore 0‘ d,. 

Il piano definito dal vettore t e dal vettore b in ogni punto 
della dislocazione è detto piano di scorrimento dell’elemento di di- 
slocazione corrispondente (per tutti gli elementi, questi piani sono 
ovviamente tangenti alla superficie di scorrimento di tutta la di- 
locazione, che è una superficie cilindrica, le cui generatrici sono 
sparallele al vettore di Burgers della dislocazione b). La partico- 
larità fisica del piano di scorrimento è che la dislocazione non può 


spostarsi facilmente, anche di poco, eccetto che in questo piano ?). 


1) L'integrale sul tubo laterale di raggio p si annulla per p+ 0, poiché 
gli up vanno all'infinito più lentamente di 4/p. 

2) Questa circostanza risulta, come è noto, dall'immagine microscopica del 
difetto di dislocazione. Cosi, per spostare nel suo piano di scorrimento (z, z) 
la dislocazione di bordo rappresentata nella fig. 22, sono sufficienti degli spo- 
stamenti relativamente piccoli degli atomi, a seguito dei quali diventano « ecce- 
denti » dei semipiani cristallini via via più distanti dal piano y, z (ma, come 
prima, paralleli a questo piano). 

Invece, per gli spostamenti di dislocazione nelle altre direzioni, questi 
sono possibili solo a seguito di processi di diffusione. Cosi, la dislocazione nella 
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In relazione a ciò diviene interessante determinare la componente 
della forza (28,3) su questo piano. 

Sia x la normale alla linea di dislocazione nel piano di scorri- 
mento. La componente cercata (denotata con f,) è allora f, = 
= Nifi = C:h1XiDmT®Oim, CciOÒ 


Îi es VI0ÎmO mi (28,4) 


v = [xv] è la normale al piano di scorrimento. Poiché b e v sono 
ortogonali, si vede che (si prendano due assi coordinati allineati 
con questi due vettori) la forza f, è determinata in tutto e per 
tutto da una sola delle componenti di 0{îm- 

La forza totale agente su tutta la maglia di dislocazione è 


Fi=6;n1Om è ol) dr, (28,5) 
D 


ed è diversa da zero solo in un campo di sforzi non uniforme (se 
0; = cost, allora l’integrale si riduce a £ dx = 0). Se il campo 

ù; 
degli sforzi varia di poco su una distanza dell'ordine delle dimen- 
sioni di D, abbiamo 


i Ì 
Fi = CihiDm DT è Tp dx 
PD 
(si è supposto D nell’intorno dell’origine delle coordinate). Questa 
forza può essere espressa per il tramite del momento di dislocazione 
dri (27,41): 
001? 


Fi = Chi dz; 


. (28,6) 


PROBLEMI 


4. Trovare la forza di interazione di due dislocazioni elicoidali parallele 
in un mezzo isotropo. 

Soluzione. La forza agente sull'unità di lunghezza di una dislocazione nel 
campo degli sforzi creato dalla seconda dislocazione si determina con la formu- 
la (28,4) e ricorrendo ai risultati del problema 2, $ 27. È radiale e vale 


f= ub,da 
276r 


Dislocazioni di uguale segno si respingono (5,6, > 0), di segno opposto si atti- 
rano (biba < 0) i 
2. Una dislocazione elicoidale rettilinea è situata parallelamente alla super- 


ficie libera piana di un mezzo isotropo. Trovare la forza agente sulla disloca- 
zione. 


fig. 22 puo ai nel piano HA 2 soltanto se gli atomi del semipiano « ecce- 
dente » lo abbandonano per diffusione. Ma un tale processo entra in gioca solo 
a temperature sufficientemente grandi. | 


119 
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Soluzione. Il piano y, z è preso sulla superficie del corpo, la dislocazione 
parallela all'asse z e di coordinate x = r,,y = 0. 

Il campo degli sforzi, che lascia libera la superficie del mezzo, è descritto 
dalla somma del campo di dislocazione e dal suo simmetrico rispetto al piano 
Y, z come se fossero situati in un mezzo illimitato: 


«bll 
"= | arr rar] 
ub XL_—- Io zt+ xo 

È ] 


Un tale campo agisce sulla dislocazione considerata con una forza uguale all’attra- 
zione della sua immagine speculare, cioè la dislocazione è attratta verso la 
superficie del mezzo con la forza 


__ hh? 
= 47020 


3. Trovare la forza d’interazione di due dislocazioni di bordo parallele 
in un mezzo isotropo, disposte in piani di scorrimento paralleli. 

Soluzione. Supponiamo i piani di scorrimento paralleli al piano x, z, l’asse z 
parallelo alle linee di dislocazione; cosi come nel problema 4, $ 27, si pone 


T, = —1, b, = ò. Allora, la forza agente sull'unità di lunghezza della disloca- 
zione nel campo degli sforzi elastici 0;x ha per componenti 
la bO yy Îy = —bo,x 


Nel presente caso i 0;, sono determinati tramite le espressioni trovate nel pro- 
blema 4, $ 27. Se una delle due dislocazioni coincide con l’asse 2, essa agisce 
sull’altra passante per il punto z, y, nel piano z, y, con una forza di componenti, 
in coordinate polari 


x 


__ bybyD __bbaD N 
ea los ERSd, P= ai): 


La proiezione della forza sul piano di scorrimento è 


{= bb, D COS Q cos 27 


Si annulla per @ = n/2 e p = n/4. La prima posizione corrisponde ad una posi- 
zione di equilibrio stabile per b,6, > 0, la seconda lo è per bb, < 0. 


$ 29. Distribuzione continua di. dislocazioni 


Se in un cristallo sono ct in gran numero dislocazioni 
situate a distanze relativamente piccole le une dalle altre (ma grandi 
rispetto alla costante del reticolo), allora diventa necessario con- 
siderare le loro proprietà da un punto di vista statistico. In altri 
termini, si considerano nel cristallo elementi -di volume del cristallo 
« fisicamente infinitesimi », attraversati da un grande numero di 
linee di dislocazione. 

Si formula l’equazione che esprime la proprietà fondamentale 
delle deformazioni di dislocazione, generalizzando l'equazione 
(27,6). Introduciamo il tensore p;x (tensore di densità di dislocazione) 
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in modo tale che il suo integrale su una superficie, che ha per bordo 
un contorno arbitrario ZL, sia uguale alla somma b dei vettori di 
Burgers di tutte le linee di dislocazione comprese entro questo 
contorno: 


f omdfi=bx (29,1) 
Sy, 
Le funzioni continue p;x descrivono la distribuzione delle disloca- 


zioni nel cristallo. Questo tensore sostituisce l’espressione nel secondo 
membro della (27,6): 


d 
€ ilm a = — Pia (29,2) 
Come si vede da questa equazione, p;x deve soddisfare la condizione 
OPih _ 
n." 0 (29,3) 


(nel caso di una sola dislocazione questa equazione esprime sempli- 
cemente la costanza del vettore di Burgers lungo una linea di di- 
slocazione). 

Con questo tipo di approccio, la grandezza primitiva che de- 
scrive la deformazione, e che determina il tensore di deformazione 
tramite le (27,4), viene ad essere il tensore w;y. Per quanto riguarda 
lo spostamento u, connesso a w;, per il tramite della (27,2), non 
può più essere introdotto (come è evidente dal fatto che con una 
simile definizione il primo membro della (29,2) si annulla identica- 
mente in tutto il volume del cristallo). 

Sin qui abbiamo considerato le dislocazioni come fisse; consi- 
deriamo ora il problema della formulazione del sistema di equazioni 
che permetta, in linea di principio, la determinazione delle defor- 
mazioni elastiche e degli sforzi in un mezzo in cui le dislocazioni 
si muovano secondo una legge assegnata (E. Kroner, G. Rieder, 
1956) 1). 

L'equazione (29,2) non dipende dallo stato di quiete o di moto 
delle dislocazioni; il tensore w;x, come precedentemente, resta la 
grandezza che determina la deformazione elastica; la sua parte sim- 
metrica è il tensore di deformazione elastica, connesso al tensore 
degli sforzi secondo la legge di Hooke. 

Malgrado ciò, questa equazione non è sufficiente, da sola, alla 
formulazione completa del problema. Il sistema completo delle equa- 
zioni deve anche determinare la velocità v dello spostamento dei pun- 
ti del mezzo. 


1) Non trattiamo qui la determinazione del moto stesso delle dislocazioni 
a partire dalle forze applicate. La soluzione di questo problema esige uno studio 
dettagliato del meccanismo microscopico del movimento delle dislocazioni 
e del loro rallentamento ad opera di difetti diversi, che deve essere fatto tenendo 
in conto i dati effettivi della struttura dei cristalli reali. 
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Ma allora, occorre notare che il movimento delle dislocazioni 
avviene, simultaneamente alla variazione della deformazione ela- 
stica, con variazioni della forma del cristallo non legate all’appari- 
zione degli sforzi, cioè con la deformazione plastica. E noto che il 
movimento delle dislocazioni rappresenta 
proprio il meccanismo della deformazione 
plastica. (Il legame tra moto delle disloca- 
zioni e deformazione plastica è mostrato 
chiaramente nella fig. 25; la dislocazione 
di bordo si sposta da sinistra verso destra; 
la parte superiore, al di sopra del piano 
di scorrimento, subisce una traslazione ugua- 
le ad un periodo del reticolo; poiché il 
reticolo riprende da ultimo la sua rego- 
larità, il cristallo non è soggetto a sforzi.) 
Contrariamente alla deformazione elastica, 
che è una funzione univoca dello stato ter- 
modinamico del corpo, la deformazione 
plastica è una funzione del processo. Quan- 
do si hanno in esame dislocazioni fisse, la 
questione della distinzione tra deformazioni 
elastiche e plastiche non si pone: ci interes- 
sano solamente gli sforzi indipendenti dalla 
storia passata del cristallo. 

Sia u il vettore spostamento geome- 
trico dei punti del mezzo contato, per esem- 
pio, a partire dalla loro posizione prima 
del processo della deformazione; la sua de- 


rivata rispetto al tempo è u = v. Se, a par- 
tire da u, si forma il tensore di « distorsione 


totale » W;x = duy/0x;, la sua « parte pla- 


Stica » Mao è ottenuta sottraendo a W,x 


il tensore di «distorsione elastica » che 
coincide con il w;, che figura nella (29,2). 
Introduciamo la notazione 
Fig. 25 | dwlP!) 
— jih= Is (29,4) 


i 


la parte simmetrica di j;x definisce la velocità di variazione del 


tensore di deformazione plastica: la variazione di UP) nel tempo 
infinitesimo Èt è 


dui) — — 3 (in +iaa) dt. (29,5) 


Sottolineiamo allora che se la deformazione plastica si opera senza 
lacerazioni del corpo, la traccia di j;n è nulla. Infatti una deforma- 
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zione plastica non conduce né ad una trazione né ad una compres- 
sione del corpo (che sono sempre legate all’insorgere degli sforzi 
interni), cioè 2 = 0, e dunque jr, = — du /dt = 0. 

Sostituendo nella definizione (29,4) wP° = Wii — wa, ri- 
scriviamo 


ÙW};K dvh . 

dt =" Or; Ttiik (29,6) 
che collega tra di loro le velocità di variazione delle deformazioni 
elastiche e plastiche. I j;x devono essere considerati come grandezze 
date, che debbono soddisfare a condizioni che assicurino la compa- 
tibilità delle equazioni (29,6) e (29,2). Queste condizioni si otten- 
gono derivando la (29,2) rispetto al tempo e sostituendovi la (29,6); 
esse si esprimono con l'equazione 


: 04h dimk __ 
dt + @itm Da = 0. (29,7) 


Il sistema completo è dato dalle equazioni (29,2) e (29,6) e dalle 
equazioni dinamiche 
> d0ih 
PV x! (29,8) 
dove 0;n = ;jkimUim = kikimlim. 1 tensori pia e jir che appaiono 
in queste equazioni sono funzioni assegnate delle coordinate (e del 
tempo), caratterizzanti la distribuzione ed il movimento delle 
dislocazioni. Queste funzioni debbono soddisfare alle condizioni 
di compatibilità delle equazioni (29,2) tra di loro e con l’equazione 
(29,6), esplicitate dalle (29,3) e (29,7). 

La condizione (29,7) può essere considerata come l’espressione 
differenziale della « legge di conservazione del vettore di Burgers » 
nel mezzo. In effetti integrando i due membri dell'equazione (29,7) 
su di una superficie che si appoggia su un certo contorno chiuso L, 
introducendo secondo la (29,1) il vettore di Burgers totale b delle 
dislocazioni contornate da ZL, e utilizzando il teorema di Stokes si 
ottiene 


db 5 
Si Pja da. (29,9) 
L 


Risulta di qui che l'integrale del secondo membro rappresenta la 
quantità del vettore di Burgers « che passa » nell'unità di tempo 
attraverso ZL, cioè a dire trasportata dalle dislocazioni che tagliano L. 
Allora è naturale chiamare j;, tensore della densità di flusso delle 
dislocazioni. 

Evidentemente, nel caso di una sola curva di dislocazione il 
tensore j;x ha la forma 


Îin = CitmPinVm = CitmTiVmbiò (8) (29,10) 
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(0:, è ottenuto dalla (27,6)), V è la velocità della linea di disloca- 
zione nel punto dato. Il vettore di flusso attraverso l’elemento dl 
del contorno L (j;x dl;) è proporzionale a dl [tV] = V [dlt], cioè 
alla proiezione della velocità V sulla normale comune a dl a T, come 
ci si doveva aspettare in base a considerazioni geometriche: solo 
questa proiezione della velocità conduce all’intersezione dell’ele- 
mento dl con la dislocazione. 

Osserviamo che la traccia del tensore (29,10) è proporzionale alla 
proiezione della velocità della dislocazione sulla normale al suo 
piano di scorrimento. Abbiamo indicato precedentemente come la 
condizione j;; = 0 assicuri l’assenza della variazione non elastica 
della densità del mezzo. Si vede che per una dislocazione isolata 
questa condizione significa movimento nel piano di scorrimento, 
in conformità con quanto detto sopra sulla natura fisica del movi- 
mento delle dislocazioni (vedi nota, pag. 162). 

Soffermiamoci infine sul caso in cui le maglie di dislocazione 
nel cristallo siano distribuite in modo tale che il vettore di Burgers 
totale (indichiamolo con B) sia nullo *!). Questa condizione significa 


Fig. 26 


che l'integrazione su una sezione trasversale arbitraria del corpo 
dato è | 


\ Pin dfi = 0. (29,11) 


Allora, in questo caso, la densità di dislocazione può scriversi 
OP 
Pia = €ilm i (29,42) 
I 


(F.. Kroupa, 1962); allora l'integrale (29,11) si trasforma in integrale 
su un contorno esterno al corpo e si annulla. Osserviamo anche ehe 
l’espressione (29,12) soddisfa automaticamente la condizione (29,3). 

È facile vedere che il tensore P;, cosi definito è la densità del 
momento di dislocazione nel cristallo deformato (e pertanto è natu- 
rale chiamarlo « polarizzazione di deformazione »). In effetti, il 


1) La presenza della dislocazione risulta da una certa flessione del cristallo 
che si è rappresentata schematicamente nella fig. 26, esagerando le cose. La 
condizione B = 0 significa l'assenza di flessione macroscopica del cristallo 
nel suo insieme. 
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momento di E totale del cristallo D;, è, per definizione, 


4 C) 
Dign= > Sb = 5 eum > ba dar dtm=5 | eiimEima dV, 


dove la somma è fatta su tutte lo maglie di dislocazione e l’inte- 
grale è calcolato su tutto il volume del cristallo. Sostituendo qui la 
(29,12), si ha 


1 
Dir =3 \ eiimempati È 


IdV = 3 |) dl 


e dopo l'integrazione per na 
Din= | Pix dV. (29,13) 


Per quanto riguarda la densità di flusso di dislocazioni, questa 
si esprime a mezzo del tensore P,x: 


Jih= La (29,14) 


Si verifica ciò facilmente, calcolando per esempio l'integrale 

jin dV in una parte qualunque del volume del corpo mediante 
l'espressione (29,10) come somma su tutte le maglie di dislocazione 
contenute in questo volume. Notiamo che le (29,14) e (29,12) veri- 
ficano automaticamente la condizione (29,7). 


Confrontando la (29,14) con la (29,4), si constata che Sw! — 
= $P;x. Se si assume che la Se plastica è assente nello 


stato con P,, = 0, si avrà wi?) = P,, 1). Allora 
win= Win 0 = ha — Pin (29,15) 
l 


u, è nuovamente il vettore spostamento geometrico totale, contato 
a partire dalla posizione corrispondente allo stato non deformato. 
L'equazione (29,6) è allora soddisfatta identicamente e l'equazione 
dinamica (29,8) prende la forma 

Mia d%u OP, 

QUI — Ninim xx dai — — Àihim = À (29,16) 
In tal modo la determinazione della deformazione elastica crea- 
ta da dislocazioni mobili con B = 0 è ricondotta ad un problema 


della teoria dell’elasticità ordinaria con forze di volume distribuite 


nel cristallo con la densità —A;x1m dm (A. M. Kossevié, 1963). 


1) È inteso che il processo di deformazione tutto intero si opera con B = 0. 
Questa circostanza va sottolineata, perché esiste una differenza di principio 


tra P; e wîP!): mentre il primo è una funzione dello stato del corpo, il secondo 
non lo è, ma invece dipende. dal processo che ha. portato il corpo nello stato 
presente. 
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$ 30. Distribuzione di dislocazioni in interazione 


Consideriamo un insieme di dislocazioni rettilinee identiche, 
situate parallelamente le une alle altre in uno stesso piano di scorri- 
mento, e deduciamo le equazioni che definiscono la loro distribu- 
zione dell'equilibrio. L'asse z è parallelo alle dislocazioni, il piano 
di scorrimento è preso come piano x, z. 

Per fissare le idee supporremo che i vettori di Burgers delle 
dislocazioni siano diretti lungo l’asse x. Allora, la forza che agisce 
in questo piano di scorrimento sull'unità di lunghezza di disloca- 
zione è uguale a bo,,, dove 0,, è lo sforzo nel punto in cui si trova 
la dislocazione. 

Gli sforzi creati da una dislocazione rettilinea (e agente su un'al- 
‘tra dislocazione) decrescono come l’inverso della distanza da questa 
dislocazione. Quindi, lo sforzo creato nel punto x da una disloca- 
zione che si trovi in x' è della forma dD/(x — 2’), dove D è una co- 
‘stante d’ordine di grandezza pari ai moduli elastici del cristallo. Si 
può dimostrare che D > 0, cioè che due dislocazioni identiche in 
uno stesso piano di scorrimento si respingono !). 

Indichiamo con gf (x) la densità lineare delle dislocazioni distri- 
buite sul segmento (a,, a,) dell'asse x; p (x) dx è la somma dei vet- 
tori di Burgers delle dislocazioni passanti per i punti dell’inter- 
vallo dx. Allora, lo sforzo totale creato nel punto dell’asse x da parte 
.di tutte le dislocazioni si scrive nella forma 


ds 

p (E) dé 

Oxy (x) = —D \ pes (30,1) 
a; 

Per i punti interni al segmento (a,, @,), questo integrale deve essere 

identificato col suo valore principale in modo tale da eliminare 

l’azione, priva di senso fisico, della dislocazione su se stessa. 


Se dunque si ha nel cristallo un campo di sforzi piano (nel piano 
Ls Y) 04, (x, y) creato da carichi esterni assegnati, ogni dislocazione 
sarà sottoposta all’azione della forza b(0,y + p (2)), dove, per 
brevità, si è posto p(z) = 0°) (x, 0). La condizione di equilibrio 
è data dall’annullamento di questa forza: 0,) + p =0, cioè 


Serino), (30,2) 


dove, con notazione usuale, si è sbarrato l’integrale per designarne 
la parte principale. Si ha cosi un'equazione integrale che porta alla 
determinazione della distribuzione dell’equilibrio fp (7). Questa 


1) Nel caso di un mezzo isotropo, questo è già stato mostrato nel proble- 
aa 3 del $ 28. 
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equazione è del tipo delle equazioni integrali singolari con nucleo 
di Cauchy. 
La risoluzione di una siffatta equazione è ricondotta ad un pro- 
blema della teoria di funzioni di variabile complessa, cosî formulato. 
Indichiamo con £ (z) la funzione definita in tutto il piano della 
variabile complessa z (tagliato secondo il segmento (a,, a,)) con 
l'integrale 


og=|L0E (30,3) 


ai 


e indichiamo con £4+ (x) e Q- (x) i valori limite di £ (2) sul margine 
superiore e inferiore del taglio. Questi sono uguali a integrali di 
questo tipo calcolati sul segmento (4,, 43), col punto z = x contor- 
nato rispettivamente dal basso o dall'alto su una semicirconferenza 
di raggio infinitamente piccolo, cioè 


Q* (2)= £ SÒ + inp (2). (30,4) 


Se g (E) verifica la (30,2) il valore principale dell’integrale è uguale 
a ® (2), e si ha 


(2) +2"(2)=20(2), (30,59) 
O* (a) —Q (2)= 2inp (2). (30,6) 


In tal modo, risolvere l'equazione (30,2) significa cercare una fun- 
zione analitica £ (z) dotata della proprietà (30,5), quindi pg (x) 
è assegnata dalla (30,6). Le condizioni fisiche del problema consi- 
derato esigono che si abbia £ (00) = 0; questo discende dal fatto 
che, lontano dall’insieme delle dislocazioni (x + +00), gli sforzi 
G,y debbono annullarsi (dalla definizione (30,3) al di fuori del seg- 
mento (4,, 49): 0,, (2) = —DL (2)). 

Consideriamo il caso in cui gli sforzi esterni sono assenti (p (2) = 
== 0), essendo le dislocazioni confinate dalla presenza di ostacoli 
qualsivoglia (diffetti del reticolo) agli estremi del segmento (a,, 45). 
Per @ (x) = 0, la (30,5) dà Q* (2) = —Q7 (2), cioè a dire la fun- 
zione  (z) deve cambiare di segno quando si aggiri ciascuno dei 
due estremi a,, a,. A questa condizione soddisfa ogni funzione 
avente la seguente espressione: 


P (2) 


cain 


(30,7) 


dove P (2) è un polinomio. La condizione £ (00) = 0 determina, 
a meno di una costante moltiplicativa, il polinomio P (2) = 1, 
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talché 
4 


‘n 


(30,8) 


In virtà della (30,6) la funzione gp (7) avrà una forma dello stesso 
tipo; la costante che appare nella sua espressione resta determinata 
dalla condizione : 

ds 


| p ©) d&=B (30,9) 


Gi 


(Bèla somma dei vettori di Burgers di tutte le dislocazioni). Si ha 
in definitiva 
B 


"rea eeeee 30,140 
n (a,—2) (£-a)) ( 


p(x)= 


Questa formula mostra come le dislocazioni si accumulino nei pressi 
degli ostacoli (cioè sulla frontiera del segmento), con una densità 
inversamente proporzionale alla radice della distanza da questi 
ultimi. A questa stessa legge obbedisce l’andamento degli sforzi, 
allorché ci si avvicini, provenendo dall’esterno, ad uno dei due 
punti a,, 4,; così, per esempio per x > 4, si ha 


BD 


O.g === «&i, 

Ti 14C== A3) (4,— a) 

In altri termini, la concentrazione delle dislocazioni nei pressi 
della frontiera dà luogo alla stessa concentrazione di sforzi, oltre 
la frontiera stessa. 

Supponiamo ora che, nelle stesse condizioni (ostacoli sulla fron- 
tiera del segmento dato), si abbia anche un campo di sforzi esterno 
p (x). Indichiamo con £, (2) una funzione della forma della (30,7) 
e riscriviamo quindi la (30,5) (dividendo per Q* = —Q7) nella forma 


Ot (x) O (1) __ 20(2) 


99 (€) Lo) LI (2) 


Confrontandola con la (30,6), se ne deduce 


OG) 100 di ,, 
So (2) =“) Qi (E) E—-z +inP (2), (30,11) 


Qi 


dove P (z) è un polinomio. Si ottiene la soluzione che soddisfa la 
condizione £! (00) = 0, se per £ (2) si assume l’espressione data 
dalla (30,8) e per P (z) si pone P (z) = C (C è una costante). Allora, 
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per il tramite della (30,6), arriviamo all’espressione della funzione 
e (2) 


ea=-———=- x 
n° V (a,-2)(r_a,) 
xfo®VW@a=bE=a)z +97 ==3. 6012) 
ai 27 TT 


La costante C è determinata dalla condizione (30,9). Si constata 
anche che p (x) cresce quando ci si avvicini alla frontiera, x > 4,0» 
con la legge (a, — x)-!/?, e che al di là degli ostacoli si ha la stessa 
concentrazione degli sforzi. 

Se l'ostacolo esiste da una sola parte (per esempio nel punto a), 
la soluzione cercata deve soddisfare alla condizione imposta al 
tensore degli sforzi, e cioè che questo rimanga finito per tutti i 
valori di x < a,, compreso il punto a,; allora la posizione di questo 
punto non è nota a priori, ma resta determinata dalla risoluzione 
del problema. In termini di £ (z), questo significa che £ (a,) deve 
restare finita. Si ottiene una funzione siffatta (che inoltre soddisfi 
la £ (00) = 0) dalla formula (30,41), scegliendo però per ®, (2) 


la funzione 
S%o (2) = V 2 ; 


che è ancora del tipo (30,7), e ponendo nella (30,11) P (2) = 0. Si 


ha così 
z—a E @(E) dé ) ds 
(2) = -5VÈ 24 US = (30,13) 


Quando x + a,, p (x) tende a zero secondo la legge V x — a,. Secon- 
do questa stessa legge tende a zero, per valori di x <a}, il tensore 
degli sforzi totale 0, (x) + p (2). 

Infine, supponiamo che agli estremi del segmento non ci siano 
ostacoli, e le dislocazioni vengano ad essere confinate solo in virtù 
della presenza degli sforzi esterni p (x). Si ottiene la funzione £ (2) 
corrispondente, ponendo nella (30,11) 


®()= Vada), P(A=0. 


Tuttavia, la condizione £ (00) = 0 impone un’ulteriore restrizione: 
passando al limite per z + co nella (30,11), si trova 


là © (E) dé 0 30.44 
) V(as-3) (Ea) si 
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La funzione p(x) è cosi determinata dalla formula 


—E) (ea) S_T' 


dove le coordinate a,, a, degli estremi del segmento sono deter- 
minate dalle condizioni (30,9) e (30,14). 


i ( : 
a; i 


PROBLEMA 


Trovare la distribuzione delle dislocazioni in un campo uniforme degli 
sforzi (p (x) = po) su un tronco con ostacoli su uno o entrambi gli estremi. 
Soluzione. Nel caso della presenza di un solo ostacolo nell'estremo (a3) 
il calcolo dell’integrale (30,13) fornisce 
V T_-04, 
Qg TX 


La condizione (30,9) determina la lunghezza del tronco occupato dalle disloca- 
zioni: a, — a) = 2BD/po. Dall'altra parte dell'ostacolo, sempre nel suo intorno, 
la concentrazione degli sforzi soddisfa la legge 


RS, Ad, — 44 
Oxy = Po AES ; 

Nel caso di un tronco (di lunghezza 2L) delimitato da due ostacoli, assunto 
come origine delle coordinate x il punto centrale del tronco, si ha a seguito della 


___Po 
p(x)= 1D 


ea (0342). 


$ 31. Equilibrio di una fessura in un mezzo elastico 


Il problema dell’equilibrio di una fessura presenta un carattere 
eminentemente specifico tra i problemi della teoria dell’elasticità. 
Nei termini di questa teoria, una fessura è una cavità che esiste in 
un mezzo elastico in presenza di sforzi interni e che si « richiude », 
quando siano tolti i carichi. La forma e le dimensioni della fessura 
dipendono essenzialmente dagli sforzi che sono operanti. Allora, la 
peculiarità matematica del problema consiste nel fatto che si asse- 
gnano condizioni ai limiti su una superficie a priori non nota e che 
verrà determinata dalla risoluzione del problema 1). 

Consideriamo nel mezzo isotropo una fessura infinitamente lunga 
ed omogenea in una direzione (secondo l’asse delle z), posta in un 
campo di sforzi piano of (x, y); in altri termini, si ha a che fare 
con un problema di elasticità piano. Supporremo qui che gli sforzi 
siano simmetrici rispetto al centro della sezione della fessura, dun- 
que, che il profilo della sezione sia simmetrico (fig. 27). Sia 2L 


1) La teoria quantitativa delle fessure qui esposta è dovuta a G. /. Baren- 
blatt (1959). 
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la sua lunghezza, 4 (x) la sua larghezza, variabile; poiché la fessura 

è simmetrica, 4 è una funzione pari: 4 (x) =}%(—2). 
Supponiamo che la fessura sia sottile, cioè sia f (x) « L, pertanto: 

si possono ricondurre le condizioni al limite sulla sua superficie al 


segmento corrispondente dell’asse x. In questo senso, la fessura è 
assimilata ad una linea di discontinuità (nel piano x, y) sulla quale 
la componente normale dello spostamento subisce un salto u, = 
= +h/2. 

Sostituiamo 4 (x) con un’altra funzione incognita p (x), definita 
tramite la formula 


L 
h(x)= | p(x) dz, p(—z)= —p(2). (31,1) 


Da un punto di vista esclusivamente formale, è comodo interpretare 
la funzione p (x) come la densità di dislocazioni rettilinee (secondo. 
l’asse z), distribuite con continuità lungo l’asse x e con vettori di 
Burgers paralleli all’asse y !). Nel $ 27 è stato spiegato come una 
linea di dislocazione possa essere considerata come il bordo di una 
superficie di discontinuità in cui il vettore u, aggirando il bordo, 
subisce un salto pari a b. Nella rappresentazione (31,1) il salto & 
dello spostamento normale nel punto x è considerato come la somma 
dei vettori di Burgers di tutte le dislocazioni passanti alla destra 
di questo punto (la gp (—x) = —p (x) indica che le dislocazioni 
hanno segni opposti dall'una e dall'altra parte di z = 0). 

Una siffatta rappresentazione permette di scrivere subito l’e- 
spressione degli sforzi normali (0,y) sull'asse delle z. Questi risul- 
tano composti dagli sforzi 0g) (x, 0), indotti da carichi esterni, che 
brevemente indichiamo con p (x), e dagli sforzi 0! (2) creati dalla 


deformazione prodotta dalla fessura. Considerando questi ultimi 


1) E proprio in relazione a ciò che abbiamo collegato la teoria della fessura 
al capitolo delle dislocazioni, malgrado che dal punto di vista fisico si tratti 
di fenomeni del tutto differenti. 
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come creati da una distribuzione continua di dislocazioni sul seg- 
mento (—L, ZL), si ottiene (come nella (30,1)) 


L 

(x) - DLE 

06 (r)= —D | sn (31,2) 
-L 

{per i punti entro il segmento (—L, L) l'integrale deve essere iden- 

tificato con la sua parte principale). Per un mezzo isotropo 


a E° 
rr sr i 47 (1— 0?) (34,3) 

(vedi problema 3, $ 28). Per quanto riguarda gli sforzi 0,, creati da 
tali dislocazioni in un mezzo isotropo, essi si annullano sull'asse 7. 
La condizione al limite sulla superficie libera della fessura, ricon- 
dotta (come sopra detto) al segmento corrispondente dell'asse x, 


comporta l'annullamento degli sforzi normali 0,, = 00 + p (2). 


Questa condizione va però precisata in vista della seguente cir- 
costanza. 

Supponiamo (questa ipotesi verrà poi confermata dal risultato 
che se ne deduce) che nel punto di raccordo i due margini della 
fessura si rinsaldino « tangenzialmente », talché in questa regione 
le due superfici si sono ravvicinate, portandosi a distanze molto 
piccole. In queste condizioni si deve tenere conto degli effetti dovuti 
all’azione delle forze di attrazione molecolare tra le superfici, forze 
il cui raggio d'azione si estende, come si sa, su distanze dell'ordine 
Fo, grandi rispetto alle distanze atomiche. Queste forze acquistano 
un ruolo preminente in una banda sottile, nei pressi del combacia- 
mento, dove 4 < ry (indichiamo l’ordine di grandezza della lun- 
ghezza di tale regione con d; questa sarà valutata più avanti). 

Sia G la forza di coesione molecolare riportata all’unità d’area 
della fessura; essa dipende dalla distanza 4% tra le superfici. Tenendo 
conto di tali forze, la condizione al limite deve scriversi 


0%) + p (a) —- G=0. (31,4) 


É naturale supporre che la forma della fessura nelle vicinanze 
della connessura sia determinata dal carattere delle forze di coesione 
e non dipenda dai carichi esterni applicati al corpo. Allora, nel 
determinare la forma della parte principale della fessura a partire 
dalle forze esterne p (x), la quantità G diviene una funzione G (2) 
data, indipendente da p (x) (nell'intervallo d, laddove merita tenerne 
conto) 1). 


1) Nella teoria macroscopica la funzione G (x) sarà rappresentata da una 
funzione crescente monotonamente (quando ZL — x decresce) fino ad un certo 
valore massimo raggiunto all’estremo della fessura. 
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Sostituendo nella (31,4) l’espressione (31,2) di 0), si ottiene 
l'equazione integrale per p (x) 


x pit =1 p(2)-56 (7)=0(z). (34,9) 


-L 


Poiché gli estremi della fessura sono supposti non fissi, gli sforzi 
in questi punti devono restare finiti. Questo significa che, risolvendo 
l'equazione integrale (31, 5), ci troviamo ora nell’ ultimo dei casi 
esaminati nel $ 30, la cui risposta è data dalla (30,15). In virtù della 
scelta dell'origine delle coordinate (nel mezzo del segmento (—L, L)), 
questa formula si riscrive 


L 
] 
p(a=-> VER ez: x sr i (31,6) 


La condizione (30,14) fornisce nel presente caso 


t 


L 
\ P(x) dx = G (x) dx 


Via | VIa si Co) 


(utilizzando la simmetria del problema, siamo passati dall’integrale 
esteso a (—Z, ZL) all’integrale sul segmento (0, L)). Poiché G (2) 
differisce da zero solo nella regione L — x — d, nel secondo integrale 
si può porre L° — x° — 2L£ (L — 2), e quindi riscrivere 


p(a)de _ M 
P VI° VIL 


dove con M abbiamo indicato la costante (che dipende dal materiale 
del mezzo): 


(31,8) 


d 
(LOR 
si VE (34,9) 


Questa costante può esprimersi a mezzo delle caratteristiche macro- 
scopiche usuali del corpo: moduli di elasticità e tensione superfi- 
ciale a; come vedremo, si ha 


E 
M= VT, (31,10) 


La (31,8) è l'equazione che determina la lunghezza della fessura 
2L in funzione della distribuzione degli sforzi p (x). Cosî, per una 
fessura tesa da forze f applicate nel mezzo dei suoi lati (p (x) = 
— fé (x)), si ha 

f? f* 1—- 02) 
2L= = (34,11) 


Ta 


1/2 12-0630 
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Si deve notare che non ogni distribuzione p (x) comporta l'equilibrio 
stabile di fessura. Dalla (31,8), nel caso di sforzi di trazione uniforme 
(p (x) = cost= py), si ottiene 
4M® 40E 
| 2L= Fa — m(1—03) pì: (31,12) 
Il carattere di questa dipendenza (Z decresce quando p, aumenta) 
mostra l’instabilità dello stato. Il valore di L definito dalla (31,12) 
corrisponde ad un equilibrio instabile e assegna la lunghezza « cri- 
tica » della fessura: fessure più lunghe crescono spontaneamente, 
fessure più corte « si rinsaldano » (questo risultato è stato ottenuto 
per la prima volta da A. Griffith, 1920). 
‘Passiamo ora allo studio del profilo di una fessura. Per L — 
— xd il ruolo dominante è giocato nell'integrale (31,6) dalla 
regione dei valori L — È + d. Allora l'integrale può essere sosti- 
tuito dal suo valore limite corrispondente al caso 7 + L, e si ottiene 
p = cost VL — 2, da cui segue !) 
h (x) = cost (L — x) (L—-x- d). (31,13) 
Si vede che nell'intervallo d, alla connessione, le due labbra della 
fessura si richiudono tangenzialmente, come preannunciato. Il 
valore del coefficiente nella (31,13) dipende dalle proprietà delle 
forze di coesione e non può essere espresso per il tramite dei para- 
metri macroscopici usuali ?). 
Quando ci si allontana dalla connessione, cioè per d « L — 
— x  L, la regione L - È d, con @(E) = —G (€)/D, riprende 
il suo ruolo dominante nell'integrale (31,6). Ma oltre alle sostitu- 
zioni L° — £° = 2L(L — x), L’— E =2L(L— È), si può ancora 
sostituire È — 7 con L — x. Si ha cosi 
M 
PE rap Vi=i' 
dove M è la stessa costante che appare nelle (31,9), (31,10). Di qui 
consegue: 


h(a)=M VIZI (dKL-cs<L). (34,14) 


Cosîf dunque la parte terminale del profilo è indipendente dalle forze 
applicate (e quindi dalla lunghezza della fessura) in tutta la regione 


1) Per realizzare il passaggio al limite bisogna preliminarmente decom- 
porre l'integrale nella (31,6) nella somma di due integrali di numeratori 
rà) 5) — @(L)e 0 (ZL); questo secondo integrale non dà contributo nel passaggio 
al limite. 

2) Una stima del coefficiente nella (31,13) conduce al valore cost — V/ a/d, 
dove a rappresenta le dimensioni atomiche (si è fatto uso delle stime a — a£, 


M -—— E V a). La stima della lunghezza d discende dalla condizione % (d) = To 
da cui d — r3/a, cioè d > ro. Bisogna però dire che le disuguaglianze effettiva- 
mente necessarie per le stime hanno un margine debole, talché non bisogna 
prendere troppo alla lettera la forma a « becco » della parte terminale. 
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L — x « L: perL — x è dil profilo è determinato dall'espressione 
(31,14) e per L — xd termina nella forma di punta affilatà 
dell'equazione (31,13) (fig. 28). Altrove, la forma della fessura di- 
pende dalle forze applicate. 


(1-2) % 


— —> — — Pr —— 


pri 


; (L-2) 


Fig. 28 


Così, trascurando i dettagli le cui dimensioni sono dell'ordine 
del raggio d’azione delle forze molecolari, la fessura ha un profilo 
regolare che termina con archi di parabola (31,14), e questo profilo 
è completamente determinato a seguito delle forze applicate per 
mezzo dei parametri macroscopici usuali. Ma i « becchi » terminali 
(-d) che appaiono sono di importanza fondamentale, perché è 
"na alla loro presenza che gli sforzi sono finiti agli estremi della 
essura. 

Gli sforzi creati dalla fessura nel prolungamento dell’asse x sono 
determinati dalla (31,2). A distanze x — ZL, per cui d&x — L& 
&L!), 

oe pPa_ M__ 
VT nVvir-L° 


La crescita degli sforzi, quando ci si approssima alla connessura, 
continua secondo questa legge fino a distanze z — L= d, quindi 
Cyy si annulla in x = L. 

Resta da dedurre la formula (31,10) indicata sopra, che collega 
la costante M alle grandezze macroscopiche usuali. Scriveremo a tal 
fine la condizione di minimo dell’energia libera totale, annullando 
la sua variazione in funzione di L. 

Da una parte, quando la fessura si allunga di 8L, la sua energia 
superficiale, sulle due superfici libere, si incrementa di 6Fsup = 


(31,15) 


1) L'integrale si calcola con facilità direttamente, ma non è neppure neces» 
sario fare il conto se si tiene presente il legame tra le funzioni p (x) perz < L 


e 00) per « > ZL, che emerge subito dalle deduzioni fatte nel $ 30. 
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= 2aòL. Nello stesso tempo, l’« allargamento » della connessura fa 
decrescere l'energia elastica Fx di 


5 (yy (2)n(2) de, 


dove m (x) è la differenza tra l'apertura delle labbra prima e dopo 

il loro spostamento. Il profilo dell'estremo della fessura non dipende 

dalla sua lunghezza, pertanto si ha n(x) =h(e — BL) — h (2). 

Gli sforzi o,y = 0perax <L è (2) = 0 perz > L. Si ottiene dunque 

L+8L 

> | o,y(2)h(r—8L)da. 
L 


Sostituendovi le (31,14) e (31,15), si ha 


5Fa= — 


Infine, da $Fsup + éèFe1 = 0 si deduce la relazione M? = 4n°aD 
e quindi la (31,10) 1). 


1) Osserviamo che la teoria esposta sotto questa forma compresa la rela- 
zione (31,10) si applica in realtà ai corpi idealmente fragili, per i quali l’ela- 
sticità lineare sussiste fino alla rottura (como il vetro, il quarzo fuso). Nei corpi 
dotati di plasticità, al contrario, la formazione di una fessura può essere accom- 
pagnata da una deformazione plastica alle estremità. 


Capitolo V 


CONDUZIONE TERMICA E VISCOSITA NEI 
CORPI SOLIDI 


$ 32. Equazione del calore nei solidi 


Il riscaldamento non uniforme in un mezzo solido non comporta 
la convezione in tale mezzo, come avviene ordinariamente nei 
liquidi. Pertanto, la trasmissione di calore si opera esclusivamente 
per conduzione, e i processi di conduzione nei solidi sono descritti 
da equazioni relativamente più semplici che nei liquidi, dove la 
convezione complica le cose. 

L'equazione del calore in un mezzo solido può essere dedotta 
direttamente dalla legge della conservazione dell’energia, espressa 
nella forma di « equazione di continuità » per la quantità di calore. 
La quantità di calore assorbita nell'unità di tempo, per unità di 


DI 


è uguale a pe, dove S è l’entropia dell'unità 


di volume. Questa grandezza deve essere uguale a — div q, q essen- 
do la densità del flusso di calore. Questo flusso può praticamente 
sempre scriversi nella forma q = —x V7, cioè a dire è proporzionale 
al gradiente della temperatura (x è il coefficiente di termocondu- 
zione). In questo modo 


volume del corpo. 


79 = div(xV7). (32,1) 


In virtù della formula (6,4), l'entropia può scriversi nella forma 
S = So (7) + Kau,, 


a essendo il coefficiente di dilatazione termica, e S, l'entropia del 
corpo nello stato non deformato. Supporremo, come avviene ordi- 
nariamente, che le differenze di temperatura nel corpo siano suffi- 
cientemente piccole per poter considerare come costanti grandezze 
quali x, a, ecc. Allora, dopo aver sostituito per S l’espressione sopra 
scritta, l'equazione (32,1) assume la forma 


Te artt Oil AT, 


È noto dalla termodinamica che C,—C,=Ka?T, quindi aK7= 
=(Cp—C,)la. Si può serivere la derivata di S, nella forma 
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9So _ 959 dT 980 > BRE SR 
Gi = ar 0 ® dOve Gp è presa per u; = divu=0, cioè a volume 


costante, e vale quindi Ga, 
Si trova finalmente par del calore nella forma 
—C 
Co sa RAT dd = 2 2 divu=xA7. (32,2) 


Per avere il sistema di equazioni completo, bisogna associare a questa 
equazione l’equazione che definisce la deformazione del corpo ri- 
scaldato non uniformemente. Questa è l’equazione di equilibrio (7,8) 


2(1—0)grad divu—(1—20)rotrotu=-4&t2 yr, (32,3) 


L'equazione (32,3) permette, in linea di principio, di determinare la 
deformazione del corpo per una distribuzione arbitrariamente asse- 
gnata della temperatura. Sostituendo l’espressione cosî ottenuta di 
div u nella (32,2), si ottiene l'equazione che determina la distri- 
buzione della temperatura, dove solo 7 (z, y, 2, t)è la funzione incogni- 
ta. Consideriamo, per esempio, la propagazione del calore in un mez- 
zo solido illimitato dove la distribuzione della temperatura è sot- 
toposta ad una sola condizione: all'infinito essa deve tendere ad 
un valore costante 7, e non c’è deformazione. Allora, in queste cir- 
costanze, l'equazione (32,3) fornisce la seguente relazione tra div u 
e 7 (cfr. problema 8, $ 7): 


ì 1 
divu= eg a (T_To). 


Sostituendo questa espressione nella (32,2), si ottiene 


(140) Cp +2(1-20) Co 97 
— 3(1-0) di 

che è l’equazione semplice del calore. 
Un'’equazione di questo tipo descrive anche la distribuzione 
della temperatura lungo una sbarra sottile rettilinea, purché almeno 
uno dei suoi estremi non sia fissato. La distribuzione della tempe- 
ratura in ogni sezione trasversale può essere considerata costante, 
quindi 7 è funzione della sola x lungo la sbarra (e del tempo). La 
dilatazione termica di una tale sbarra ha per effetto solo la varia- 
zione della lunghezza, non altera la forma PALLANGAO e non dà luogo 


a sforzi interni. Cosî, è chiaro che la derivata 2° nell'equazione 


generale (32,1) verrà presa a pressione costante e poiché (7),=7 
la distribuzione della temperatura sarà descritta dall’equazione 
del calore unidimensionale 
CS ,39T 
Pa" 653° 


— xAT (32,4) 
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Peraltro, bisogna notare che, con una precisione sufficiente in 
pratica, la distribuzione della temperatura in un corpo solido può 
sempre essere determinata da un’equazione semplice. In effetti, il 
secondo termine del primo membro della (32,2) è una correzione di 
ordine (C, — Cy)/C, rispetto al primo termine. Ora, la differenza 
Cp — C, ordinariamente è infinitesima, nei corpi solidi, e se ne 
prescinde; l’equazione del calore può sempre scriversi nella forma 


FT =qAT, (32,5) 


dove % è il coefficiente della temperatura, determinato dal rapporto 


= 7 del coefficiente x ad un certo calore specifico medio C del- 
l'unità di volume. 


$ 33. Conduzione del calore nei cristalli 


In un corpo anisotropo, la direzione del flusso di calore q non 
deve, in generale, coincidere con quella del gradiente della tem- 
peratura. Cosî, al posto della formula q = —x VT tra q e il gra- 
diente della temperatura si avrà in un cristallo la dipendenza più 
generale 


oT 
d= ihr, (33,1) 


%;x è detto tensore di termoconduzione del cristallo. In virtù di 


questa dipendenza, l'equazione del calore (32,5) avrà anch'essa una 
forma più generale: 


oT OT 
Ca =Aik ESTE (33,2) 
Mostriamo che il tensore x;, è simmetrico: | 
Kik = %ki- (33,3) 


Questo discende dal principio di simmetria dei coefficienti cine- 
tici (cfr. V, $ 120). 


La velocità di crescita dell'entropia totale del corpo grazie ai 
processi irreversibili di termoconduzione è 


Stot = —| da gy— -| diva av + {av dv. 


Trasformato in integrale superficiale, il primo integrale si annul- 
la. Si ha cosî 


T 
Sto= — | Fra dr. (33,4) 
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In accordo con la definizione generale dei coefficienti cinetici 1), 
si può concludere, in virtù della (33,4), che nel caso presente tali 
sono i coefficienti 7?x,y nelle relazioni 


440) 
T? dx} ° 
Di qui, la simmetria dei coefficienti cinetici giustifica la rela- 


zione (33,3). 
La forma quadratica 


Qi= — Ty | 


_q Toy, TT 
di dzi ©! 0x;0xy 


deve essere definita positiva, perché tale deve essere la derivata 
(33,4) dell’entropia rispetto al tempo. La condizione che una forma 
quadratica sia definita positiva è, come è noto, che i valori prin- 
cipali della matrice dei suoi coefficienti siano positivi. Pertanto, 
tutti i valori principali del tensore x; sono sempre positivi, come 
risulta anche da semplici considerazioni sulla direzione del flusso 
del calore. 

Il numero delle diverse componenti indipendenti di x;, dipende 
dalla simmetria del cristallo. Poiché x; è simmetrico, è evidente 
che questo numero è lo stesso di quello degli &;, (tensore di dilata- 
zione termica; cir. $ 10). 


$ 34. Viscosità dei corpi solidi 


Studiando il movimento nei corpi elastici, abbiamo sin qui 
supposto che il processo di deformazione evolva reversibilmente. Ma 
in realtà il processo è termodinamicamente reversibile solo se la sua 
velocità è infinitamente piccola, in modo tale che istante per istante 
si stabilisca l'equilibrio termodinamico. Ora, un movimento reale 
si svolge con una velocità finita, quindi il corpo non si trova ad ogni 
istante in equilibrio, ed è sede di processi che tendono a ripristinare 
tale stato di equilibrio. La presenza di questi processi produce 
l’irreversibilità del moto, espressa, come si sa, da dissipazione di 
energia meccanica ?), che, alla lunga, si trasforma in calore. 

La dissipazione dell'energia è dovuta a due tipi di processi. 
Primo, la temperatura varia da un punto all’altro del corpo, per- 
tanto in questo si ha un processo irreversibile di termoconduzione. 
Secondo, se nel corpo si effettua un movimento qualsivoglia, questo 
provoca processi irreversibili dovuti al fatto che la velocità del 
movimento è finita; questi processi di dissipazione dell’energia pos- 


1) Utilizziamo qui la definizione nella forma data nel VI, $ 58. 

2) Si intende qui per energia meccanica la somma dell’energia cinetica del 
movimento macroscopico nel corpo elastico e della sua energia potenziale (ela- 
stica) dovuta alla presenza della deformazione. 
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sono chiamarsi, come nel caso dei liquidi, processi di attrito interno 
o di viscosità. 

Nella maggior parte dei casi la velocità del movimento macrosco- 
pico nei corpi è tanto piccola che la dissipazione dell’energia è 
insignificante. I processi « quasi reversibili » di questo tipo possono 
essere descritti tramite la funzione di dissipazione (cfr. V, $ 126). 

Precisiamo. Se si ha un sistema meccanico in cui il movimento 
è accompagnato da dissipazione d’energia, il movimento può essere 
descritto dalle equazioni di moto ordinarie, in cui è sufficiente 
aggiungere alle forze che agiscono sul sistema le « forze dissipative » 
o « forze d'attrito », che sono delle funzioni lineari della velocità. 
Queste forze possono essere descritte come derivate rispetto alle 
velocità di una certa funzione quadratica delle stesse velocità, detta 
funzione di dissipazione Y. La « forza d’attrito » f., corrispondente 
ad una qualsiasi delle coordinate generalizzate q, del sistema, ha 
allora la forma 
dY 
dda 
La funzione di dissipazione è una forma quadratica definita positiva 


fa= — 


delle velocità qa. La relazione scritta equivale alla 
SY = =D 12890, (34,1) 


SY è la variazione della funzione di dissipazione in una variazione 
infinitesima delle velocità. Si può dimostrare che 2Y dà la dimi- 
nuzione dell’energia meccanica del sistema nell’unità di tempo. 
. E facile generalizzare la relazione (34,1) al caso del movimento 
con attrito in un corpo continuo. Lo stato del sistema è allora deter- 
minato da un insieme continuo di coordinate generalizzate; queste 
coordinate sono il vettore spostamento u assegnato in ogni punto 
del corpo. La relazione (34,1) deve riscriversi in forma integrale 


8 | Way = -| fidu,dY, (34,2) 


dove f; è la componente del vettore f della forza dissipativa agente 
sull'unità di volume del corpo; scriviamo qui la funzione di dissi- 


pazione totale del corpo intero nella forma | Y dV, con Y funzione 


di dissipazione per unità di volume del corpo. 

Troviamo ora la forma generale della funzione di dissipazione. Y 
per i corpi deformabili. La funzione ‘Y, descrivendo l’attrito interno, 
deve annullarsi se nel corpo. non c è movimento interno, cioè se 
questo non effettua altro che una rotazione o una traslazione d’as- 


— *—__ 1 — 


sieme. In altri termini, da funzione di dissipazione deve annullarsi 


per u = cost e per u= [rl]. Questo significa che la funzione:mon 


1383-0630 
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deve dipendere dalla velocità stessa, ma dal suo gradiente, e che 
può contenere solo combinazioni di derivate che si annullano in 


corrispondenza a u = [Lr]. Tali sono le somme 


cioè le derivate u;, del tensore di deformazione rispetto al tempo !). 
Ne consegue dunque che la funzione di dissipazione deve essere 


una funzione quadratica delle U;n. La forma più generale di una 
siffatta funzione è 


1 
Y= > MiaimUlinlim. (34,3) 


Il tensore del quarto ordine n;ik:m può denominarsi tensore di vi- 
scosità. Possiede le evidenti proprietà di simmetria 


Mikim = Mimik = kim = Nikmi (94,4) 


L'espressione (34,3) è esattamente l’analoga dell'espressione 
(10,1) dell'energia libera di un cristallo: il tensore di elasticità è 


sostituito ora da Mizim € Uix da U;x. In questo modo, tutti i risultati 
dedotti nel $ 10 per il tensore À;x:m nei cristalli di differenti sim- 
metrie si trasportano integralmente SU ;zkim- 

Chiaramente, in un corpo isotropo Mizim ha due sole componenti 
indipendenti e Y può scriversi nella forma analoga all'espressione 
(4,3) per l'energia elastica di un corpo isotropo: 


LI 4 . . 
Yan (vn—3 data) ++ ul, (34,5) 


dove n e È sono due coefficienti di viscosità. Poiché Y è definita 
positiva, i coefficienti n e È debbono essere positivi. 

La relazione (34,2) è esattamente la stessa di quella che si aveva 
per l'energia elastica libera: 


5 | FdV = - | F,6u,dYV, 


Fi = alla essendo la forza agente sull’unità di volume del corpo. 


Di qui, l’espressione della forza dissipativa f, in funzione di u;a 
può scriversi direttamente per analogia con quella di /; in fun- 
zione di u;x. Si ha 


1) Qui i ragionamenti sono de tutto analoghi a quelli riguardanti un liqui- 
do viscoso nel VI, $ 15. 
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dove il tensore dissipativo degli sforzi è determinato da. _.;:: 


5 E 
ik = È = NikimUime (34,7) 
duin 


Si può dunque tenere conto delle viscosità nelle equazioni del movi- 
mento sostituendo semplicemente il tensore degli sforzi c;, con la 
somma ix + Cik, 

In un corpo isotropo: 


Cin = 2 (21 = + 8,xun ) + tuudia (34,8) 


Naturalmente, questa espressione coincide formalmente con 
quella del tensore viscoso degli sforz* in un liquido. 


$ 35. Assorbimento del suono nei corpi solidi 


L'assorbimento del suono nei corpi solidi può essere calcolato 
nello stesso modo come il fattore di assorbimento nel caso dei liquidi 
(cfr. VI, $ 77). Eseguiamo i conti corrispondenti per un corpo iso- 
tropo. La parte dell’energia dissipata a seguito della termocondu- 


zione (Emec) è data dall’integrale 
4 | (VT)? dv. 


Ma in presenza della viscosità, si dissipa ancora nell'unità di volume 
del corpo e nell'unità di tempo un'energia uguale a 2Y, in modo che 


»I 


la parte totale di Emec dovuta alla viscosità è uguale all’integrale 
2 var. Utilizzando la (34,5), si ottiene 


Émeo=— | (VTAV-20 | (un—3 Sn) aV—t | utav. 
(35,1) 


Per calcolare il gradiente della temperatura, osserviamo che le 
vibrazioni sonore sono, in prima approssimazione, adiabatiche. 
Partendo dall’espressione (6,4) dell’entropia, scriviamo la condi- 
zione d'adiabaticità nella forma 

So (7) + Kau; = So (To), 
dove 7, è la temperatura nello stato non deformato. Sviluppando 
la differenza Sp (7) — So (7o) in serie di potenze di 7 — T., si 
ha, arrestandosi ai termini lineari, 

ds C 
So (1) So(T)=(7-T) Fe=72(1_-Ta) 

(la derivata dell’entropia è calcolata per u;; = 0, cioè a volume 
costante). Si ha quindi 


TaK 
T-T,= — a 
13* 
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Utilizzando inoltre le relazioni 


C K 4 
K=Kio=G, Ksa © '=cd_-3e 
scriviamo questa espressione nella forma 
T 4 


Consideriamo dapprima l’assorbimento delle onde elastiche 
trasversali. La termoconduzione non può dar luogo ad assorbimento 
di onde siffatte (all'approssimazione considerata). In effetti, in 
un'onda trasversale u;; = 0 e in virtù della (35,2) la temperatura 
è costante. Supponiamo di fissare come asse x la direzione di pro- 
pagazione dell’onda; allora u, = 0, Uy = Uoy COS (kx — ot), u, = 
= Up, €08 (kx — ot), e le componenti del tensore di deformazione 
non CA sono 
May = — lol sen(kr—@î), U,,= tal sen (kx — ot). 

Rapportiamo la dissipazione dell'energia all'unità di. volume 
del corpo; si ottiene per la media (temporale) di questa quantità 
a seguito della (35,1) 


604 
E mec = #5) (Uiy t Uiz)» 


dove si è posto X = ©/c;. D'altra parte, l'energia media totale del- 
l'onda è uguale al doppio dell'energia cinetica media, cioò £ = 


= e | u? dV; rapportando ugualmente questa quantita all’unità 
di volume, si ha 


» Aa E=5- 3 (ty +ut). 

" Il fattore di amdlica. del suono è definito come il rapporto 
della dissipazione media dell’energia e del doppio del flusso medio 
d'energia nell’onda; questa quantità definisce la legge di variazione 
dell'ampiezza dell'onda con la distanza, che decresce secondo e-?®. 
Si trova quindi per il fattore di assorbimento delle gnde trasversali 


wr 


la seguente espressione: È 
1) . VE a 
ssilEmeel, mi, . (35,3) 


4 41p, un'onda longitudinale Way 133 ig COS. A — i), Ugru,= 0. 
Un calcolo analogo per mezzo delle (35,1) e. (35,2) dà 0/20... cd 


v=73| (att) + Eee ( di) 654 


et, 
RE 
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Rigorosamente, queste formule valgono solo per corpi amorfi 
completamente isotropi, ma per quel che concerne l'ordine di gran- 
dezza, definiscono la legge di assorbimento del suono anche per i 
monocristalli anisotropi. 

L'assorbimento del suono in sostanze policristalline ha le sue 
peculiarità. Se la lunghezza dell’onda sonora è piccola rispetto alle 
dimensioni a dei diversi cristalliti, il suono è assorbito in ciascuno 
di questi nello stesso modo in cui lo sarebbe in un cristallo grande, 
ed il fattore di assorbimento è proporzionale a @?. 

Ma se 4 S a, le caratteristiche dell’assorbimento variano. Si 
può considerare in una tale onda che ciascun cristallita subisca una 
pressione uniforme. Tuttavia, a seguito dell’anisotropia dei cristal- 
liti e delle condizioni ai limiti sulle loro superfici di contatto, la 
deformazione che ne risulta non è uniforme, ma subisce variazioni 
rilevanti (dell'ordine della deformazione stessa) su una distanza 
uguale alle dimensioni del cristallita, e non su una lunghezza d'onda, 
come è per i corpi omogenei. Le velocità della variazione della defor- 


mazione u;x e i gradienti di temperatura che appaiono sono impor- 
tanti per l'assorbimento del suono. Le prime avranno, come in 
precedenza, un ordine di grandezza ordinario. Ma i gradienti di 
temperatura sono anomalmente grandi nei limiti di ogni cristallita. 
Pertanto, l’assorbimento del suono dovuto alla termoconduzione 
sarà grande rispetto a quello proveniente dalla viscosità, e quindi 
basta calcolare il primo. 

Consideriamo due casi limite. Il tempo di livellamento della 
temperatura per termoconduzione su distanze —a (tempo di rilas- 
samento per termoconduzione) è dell'ordine di a?/y. Supponiamo 


dapprima ® « È . Questo significa che il tempo di rilassamento è 


piccolo rispetto al periodo delle vibrazioni dell'onda, quindi, in 
ogni cristallita si stabilisce con largo margine l'equilibrio termico; 
abbiamo cosî delle vibrazioni quasi isoterme. 

Siano 7° le differenze di temperatura che si manifestano in un 
cristallita e 7; quelle che si avrebbero in un processo adiabatico. 
La spesa di calore per conduzione (per unità di volume) è 


— divq=%A7" i 


La quantità di calore sprigionata nella deformazione è dell'ordine 


di TC = 0T,C (C è il calore specifico). Uguagliando queste due 
espressioni si ha 
T'TEE 
0 X . 
La temperatura varia di 7” su una distanza uguale alle dimensioni 


DI 


del cristallita, talché il suo gradiente è —7’/a. Infine si deduce 
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Ti (35,2) ponendo u,;; — ku Zu (u è l'ampiezza del vettore 
spostamento): 


Tote y (35,5) 
(valutando gli ordini di grandezza, naturalmente non distinguiamo 
le differenti velocità del suono c). Calcolando con l'ausilio di questo 
risultato la dissipazione di energia nell'unità di volume 

CI l è o 

Emo PVI #(1) 
e dividendo per il flusso d’energia c£ — cpw?u?, si ottiene il fattore 
di smorzamento cercato 

2 3 

qu RE o pera (35,6) 
(C. Zener, 1938). Confrontando questa espressione con l’espressione 
usuale (35,3) e (35,4) si può dire che, nel caso considerato, l’assor- 
bimento del suono da parte di un corpo policristallino avviene come 
se questo avesse una viscosità 

Ta3p?cta3 
U ae xC 
ben superiore alla viscosità reale dei cristalliti costituenti. 
Consideriamo ora il caso opposto, in cui @ ‘> y/a?. In altri ter- 

mini, il tempo di rilassamento sia grande rispetto al periodo di 
oscillazione dell'onda, e le differenze di temperatura che insorgono 
nel corso della deformazione non si livellino affatto in ogni periodo. 
Ma sarebbe sbagliato considerare i gradienti di temperatura che de- 
terminano l'assorbimento del suono dell'ordine di 7j/a, perché in 
questo modo si viene a tenere conto solo del processo di ‘conduzione 
in ogni cristallita. Ora, lo scambio di calore tra cristalli vicini 
deve ‘giocare un ruolo maggiore nel caso in esame (M. A. Issakoviò, 
1948). Se i cristalliti fossero separati con una barriera impenetra- 
bile al calore, sulla superficie di contatto nascerebbero delle dif- 
ferenzé di temperatura dello stesso ordine 7; delle differenze di 
temperatura entro i limiti di uno stesso cristallita. Ma, in realtà, 
le condizioni di continuità ai limiti esigono la continuità della tem- 
peratura attraverso la superficie di contatto tra cristalliti. Allora, 
in queste condizioni, si hanno « onde di temperatura » che si « pro- 
pagano » a partire dalla frontiera verso l'interno di un cristallita, 
e-si smorzano alla distanza !) 


1) Ricordiamo che se un mezzo termoconduttore è limitato dal piano z = 0, 
la cui temperatura eccedente oscilla con la legge T' = Tjeciot, la distribuzione 
della temperatura nel mezzo è descritta dall'« onda di temperatura » 


ti T'=T e 19! e (1+9)x V0/2x 
‘eft. VI, $ 52). 
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up È. 


Nel caso presente è « a, cioè il gradiente di temperatura principale 
è dell’ordine di 7;/è e si sviluppa su distanze piccole rispetto alle 
dimensioni generali del cristallita. La parte corrispondente del 
volume del cristallita è —a?6; riportandola al volume totale -a?, 
si trova la dissipazione media di energia 


pa NOn: o \2 488 _ To 
È mec 1 (Fe) ad Re Taò . 


Sostituendo a 7; la sua espressione (35,5) e dividendo per c£ — 
- cpo?u? si ottiene il fattore di assorbimento cercato 


Ta3 su 
pei Vko per od L (35,7) 


che risulta proporzionale alla radice della frequenza 1). 
Cosi dunque, il fattore di assorbimento del suono in un corpo 
policristallino varia alle frequenze più basse (®© « Y/a?) come w?; 


quindi, nell’intervallo i << IE<@ - varia proporzionalmente a Y © 


ed infine, per ® S —, il fattore è di nuovo proporzionale a @?. 


Considerazioni analoghe si ripetono per quanto riguarda lo 
smorzamento delle onde trasversali in sbarre e lamine sottili 
(C. Zener, 1938). Se h è lo spessore della sbarra o della lamina, per 
i > h, il gradiente di temperatura è importante nella direzione 
trasversale e lo smorzamento è prodotto principalmente dalla con- 
duzione termica (vedi i problemi di questo paragrafo). Se inoltre 

® y/h*, le vibrazioni potranno essere considerate come isoterme; 
così, calcolando, ad esempio, le autofrequenze di vibrazione della 
sbarra o della lamina, bisognerà utilizzare in questo caso i valori 
isotermi dei moduli di elasticità. 


PROBLEMI 


1. Determinare il fattore di smorzamento delle autovibrazioni longitudina 
li di una sbarra. . 
Soluzione. Il fattore di smorzamento nel tempo è definito 


i | È mec | 
. 2E 


1) La stessa dipenddiiza della  roquenza caratterizza anche l'assorbimento 
del suono in un liquido o in e delie l’intorno di una parete solida (per esem- 
pio, in un tubo); cfr. VI, $ 7 
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e l'ampiezza delle vibrazioni decresce come e-Bt, 

In un'onda longitudinale in ogni tronco elementare della sbarra si ha una 
trazione o una compressione semplice; le componenti del tensore di deformazione 
sono 


Ugg = Si, Uxg= Uyy= — ad e > 
Scriveremo u,=U, cos kz cos wi, dove 
7 IRR RA 
VEsalp * 


I calcoli, analoghi a quelli del testo, danno per il fattore di smorzamento l’e- 
spressione 
0? 3cf— 4eî tc? fog? 
=> lla Tsstaciermit Sa} ; 

Abbiamo introdotto, al posto di Eag, Cada, le velocità c; e c;, in virti delle 
formule (22,4). 

2. Stesso problema, per vibrazioni longitudinali in una lamina. 

Soluzione. Per onde di vibrazioni parallele alla direzione dell'onda (all’as- 
se x), le componenti non nulle del tensore di deformazione sono 
dux E Cad QUr 
dx * 2° 4--Gaq dr 


(cfr. la (13,1)). La velocità di propagazione di queste onde è uguale a 


V Esa 
p(1_-08) ° 


Uxx = 


Il calcolo fornisce 


o (n Ict + Act — Bcfet Cc? n xTa3p? (1-4 024)? 
P=355 {7 cc (cf —c?). i cf (cz — ct) 9C5, } 


Per onde con vibrazioni perpendicolari alla direzione di propagazione si ha 
ur = 0 e lo smorzamento proviene dalla sola viscosità n. Il fattore di smorza- 
mento per questo caso è sempre fornito dalla formula 


Lo smorzamento delle vibrazioni di torsione nelle sbarre si ricollega a questi 
casi. 
3. Determinare il fattore di smorzamento delle autovibrazioni trasversali 
di una sbarra (di frequenze w> %/k2, dove k è lo spessore della sbarra). 
Soluzione. Il ruolo fondamentale nello smorzamento spetta alla termocondu- 
zione. Conformemente al $ 17, in ogni elemento di volume della sbarra si ha 


LT x 
Uzz="p:I Uxg=Uyy= — Cad F 
x 


(flessione nel piano a, 2). Per 0> y/h le vibrazioni sono adiabatiche; in fles- 
sione debole il raggio di curvatura è R = 1/X”, talché 

u;; = (1 — 2020) 2X” 
(si deriva rispetto a 2). La temperatura varia più rapidamente trasversalmente 
alla sbarra; cosî (V7)* =(F)° Mediante le (35,4) e (95,2) si ha per la dissi- 
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pazione media di energia in tutta la sbarra 


2r2 
RE «Ta E2aS { TAM 
9C5 


(5 è l’area della sezione della sbarra). Si può trovare l’energia totale media 
come il doppio dell'energia potenziale: 


Esaly | X"3d3. 


Si ottiene in definitiva per il fattore di smorzamento 


= aTA3E gas 
18/yC5 


4. La stessa cosa per le vibrazioni trasversali di una lamina. 
Soluzione. Secondo la (11,4), in ogni elemento di volume della lamina si ha 


1 nai 20sd 0% 


(flessione nel piano x, z). Si ottiene la dissipazione d'energia a partire dalle 
SSD e (35,2), e l’energia media totale raddoppiando l’espressione (11,6). I} 
attore di smorzamento è 


p= 2xTo3Eaza 14 ga De 2xTa%p (Ze) — 4c2)? cì 
3C7h* 41T Gad 3 143 (CF —c3) cì A 


5. Determinare la variazione delle autofrequenze delle vibrazioni tra- 
sversali di una sbarra a seguito"'della non adiabaticità delle vibrazioni. La sbarra 
ha la forma di una lamina, di spessore 4. La superficie della sbarra è supposta 
protetta contro perdite di calore. 

Soluzione. Sia Tea (x, +) la distribuzione della temperatura nella sbarra 
per vibrazioni adiabatiche, 7’ (7, t) la distribuzione effettiva (x è la coordinata 
secondo lo spessore della sbarra; si trascura la variazione della temperatura 
nel piano y, z, in quanto più lenta). Poiché 7 = Taa implica che non vi sia scam- 
bio di calore tra i diversi tronchi della sbarra, è chiaro che l'equazione del calore 
deve avere la forma 


un= — 


0 OT 
di (7 —Tsa)=% Eroi 


Per vibrazioni periodico, di frequenza ®, le deviazioni taa = Zaa — 7» 
t=T—Tx della temperatura a partire dal valore di equilibrio 7, sono pro- 
porzionali a e7*°*, e si ha 


iO iO 
TH -T1=T--T 
ue” x ad 


(derivazione rispetto ad x). Poiché, dalla (85,2), tsa è proporzionale a u,; e le 
componenti w;, (cfr. $ 17) a =, si ha taa = Az, dove A è una costante che non 
occorre calcolare (non figura nella risposta finale). La soluzione dell'equazione 


cal dea Bad A con la condizione al limite vw =0 per z= +5 (la 
superficie della sbarra è isolante), è 


sen kz n ; CE 
a) = 2. 


kcosk 5 
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___ÎIl momento M, degli sforzi interni nella sbarra incurvata (flessione nel 
piano 7, 2) è costituito da una parte isoterma M,, iso (momento della flessione 
isoterina) e da una parte risultante dal riscaldamento non uniforme della sbarra. 
Se M y ad è il momento in una flessione adiabatica, nel corso di un processo non 


completamente adiabatico, la parte supplementare del momento diminuisce 
rispetto. a ‘My, ad — Myiso Nel rapporto 
h/2 h/2 
1+f(0)= 2tdz ZTaddze 
-—h/2 -h/2 


Definendo in corrispondenza ad una frequenza arbitraria © il modulo di Young 
E» come coefficiente di proporzionalità tra M, e 2 (ctr. la (17,8)) e notando che 


2 
Esa — E=" E? d- (cfr. la (6,8); £ è il modulo di Young isotermo), si può scri- 
p 
vere 


= E+[1+{(0)) E*-TS 


I] calcolo fornisce per f (@) 


24 (kh ‘kh 
r0= 73-07). 
Per © + 3 si ottiene, come ci si aspetta, f = 1, talché E, = Zug e pero +0, 
sihaf=0e Eo= E. 


Le ti delle vibrazioni vanno come la radice del modulo di 
AIOUNE (cfr. problemi 4, 5, 6, $ 25). Cosi si ha 


T 
0=%|1+1(0) Re]: 


dove 0 designa i valori delle autofrequenze quando le vibrazioni sono completa- 
mente adiabatiche. Il valore di © trovato è complesso. Separando la parte reale 
e immaginaria (0 = ©’ +- i8), si ottiene per l’autofrequenza 


ETa® 1 shg—senÈ 7. 
o'=0,|1- 30 Tess | 


e per il fattore di smorzamento 


__ 2ETa?y [1- 4 sh 54+senG 
— 8Cp BC hi È ché+cosé. 


Per grandi valori di E, la frequenza o tende, come deve, a ©, ed il fattore 
di smorzamento verso 


p= 2ETa*X 
3Cp h3 


conformemente al alato del problema' 3. 
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Per piccoli valori di È, corrispondenti a condizioni quasi isoterme, si ha 


SRI (1- 18C p = Esa 


e per il fattore di smorzamento 


92 ET; 
— 180Cp% 


$ 36, Liquidi molto viscosi 


Per i liquidi tipici, l'equazione di Navier — Stokes è valida 
fintantoché i periodi del moto sono grandi rispetto ai tempi mole- 
colari. Ma questo non si estende ai liquidi molto viscosi: per questi 
le equazioni usuali dell’idrodinamica diventano inapplicabili già 
quando i periodi dei movimenti sono molto più grandi. Esistono 
dei liquidi viscosi che si comportano, in lassi di tempo sufficiente- 
mente piccoli (ma grandi rispetto alle durate molecolari), come 
corpi solidi (quali la colofonia, la glicerina). I corpi solidi amorfi, 
quali il vetro, possono essere considerati come casi limite di liquidi 
molto viscosi di questo tipo. 

Le proprietà di questi liquidi possono essere descritte con il 
seguente procedimento (dovuto a Mazwell). In ‘un intervallo. di 
tempo piccolo la loro deformazione è elastica. Terminata la defor- 
mazione, essi conservano degli sforzi di scorrimento, che si smorzano 
nel tempo, in modo tale che, passato un tempo sufficientemente 
lungo, gli sforzi interni nel liquido sono virtualmente spariti. Sia 
t l’ordine di grandezza del tempo di smorzamento degli sforzi (lo 
si denomina a volte tempo maxwelliano di rilassamento). Suppo- 
niamo che il liquido subisca l’azione delle forze esterne periodiche 
di frequenza @. Se il periodo'1/© della variazione delle forze è grande 
rispetto a T, cioè ©T € 1, il liquido considerato si comporterà come 
un liquido viscoso ordinario. Nel caso opposto, per frequenze 
sufficientemente grandi (quando ot > 1) il liquido si comporterà 
come un corpo solido amorfo. 

In virti di queste proprietà « intermedie » dei liquidi conside- 
rati, li si può caratterizzare simultaneamente con il coefficiente 
di viscosità n e con un certo « modulo di scorrimento » u. È facile 
dedurre una relazione tra gli ordini di grandezza di n, n e del tempo 
di rilassamento t. Sotto l’azione di forze periodiche di frequenza 
sufficientemente piccola, quando il liquido si comporta come liquido 
ordinario, il tensore degli sforzi è determinato dall’espressione 
usuale per gli sforzi viscosi in un liquido, cioè 


Cin 3 MU,n = —2inou;n. 


Nell’altro caso limite, di grandi frequenze, il liquido si comporta 
come un solido, e gli sforzi interni devono essere determinati dalle 
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formule della teoria dell'elasticità, cioè C;x = 2uu;x (si tratta sem- 
pre di « deformazioni di scorrimento puro », talché si suppone u;; = 
= 0, 0;; = 0). Per frequenze ® -+ 1/7 gli sforzi definiti da queste 
due espressioni debbono coincidere per quanto concerne l'ordine 


di grandezza. Si ha cosf La Lo, quindi 


no (36,1) 
che è la relazione cercata. 

Deduciamo infine l’equazione del movimento che descrive 
qualitativamente il comportamento dei fluidi considerati. A tal 
fine, partiremo dall'ipotesi più semplice sulla legge di smorza- 
mento degli sforzi interni (dopo l’arresto del moto), perciò suppor- 
remo questo decadimento come esponenziale, cioè in formule 


doi 1 


dn 


D'altra parte, in un corpo solido si avrebbe 0; = 2Uu;x © di con- 
seguenza 


dor __ dU;n 
da Ta 
È facile vedere che l’equazione 
do 1 du 
de + 27 (36,2) 


conduce a risultati giusti nei due casi limite di movimenti lenti 
e rapidi, e può quindi servire come equazione « d’interpolazione » 
per i casi intermedi. 


Cosi, per un moto periodico, quando u;x @ 0;x dipendono dal 
tempo per il tramite del fattore e-i@', dalla (36,2) segue: 


i i ; 
— iGin +7 0n = — 2i0pU,1, 


da cui 


Per ot DS 1 questa formula dà 0;, = 2uu,, cioè l’espressione 
usuale per i corpi solidi, e per @t «€ f 


O;n = —2iptou;z = 2UTU;n 


che è l’espressione usuale per un liquido di viscosità ur. 
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